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ПРЕДИСЛОВИЕ. 


В 5-му (2-му Гес. Издат.) изданяю. 


Алгебра в трудовой школе значительно отличается по своему 
содержанию и методу изложения от той алгебры, которая препода- 
валась в школах дореволюционной поры. Формальные преобразова- 
ния алгебраических выражений, составлявшие значительную часть 
традиционной программы, получают лишь служебное, вспомогатель- 
ное значение; на первом плане — знакомство с функциональною за- 
висимостью конкретных величин, с которыми мы встречаемся в обы- 
пенной жизни, в вопросах арифметики, геометрии, природоведевия 
и т. д., буквенное выражение, как обозначение этой функциональной 
зависимости и способ общего решения однородных вопросов; урав- 
нение, как метод решения конкретных задач арифметики, геометрии, 
физики и т. д., в связи с исследованием соответствующих функций, 
и на-ряду © этим — последовательное расптирение понятия о числе. 
Что касается метода изложения, то он должен быть конкретно-индук- 
тивным; всякая мателатическая истина, всякое новое понятие выяс- 
няется сначала на конкретных примерах, взятых из областей, зна- 
комых учащимся, и лишь после этого и на основе рассмотренного 
материала устанавливаются те или иные общие положения. 

Эти принципы, в настоящее время победившие окончательно и 
общепризнанные, были положены в основу трудов автора: «Концен- 
трическое руководство алгебры» и «Учение о простейших функциях» 
еще в первом их издании (1914 —16 ггт.); затем, после появления 
декрета об единой трудовой школе, было выпущено в 1918 —19 г. г. 
Литературно-издательским отделом Наркомпроса РСФСР третье изда- 
ние, в котором обе указанные книги объединены в одно «Руковод- 
ство алгебры»; с этого издания перепечатано без изменений четвертое, 
выпущенное Госиздатом в Берлине. В настоящем издании произведены 
небольтиие изменения, а именно, устаревшие по содержанию задачи 


3+ З 


заменены новыми; выпущен параграф, посвященный вопросу об общем 
наибольшем делителе, но зато в конце второй части добавлен вопрос 
о вычислении площади параболы с помощью учения о пределах. 
Первая часть «Руководства алгебры» содержит (как и в третьем 
издании) введение в алгебру, учение об отрицательном числе, а затем 
учение об уравнениях и функциях первого порядка, в связи © необ 
ходимыми для этого алгебраическими преобразованиями. Во второй 
части дается учение об` уравнениях и функциях второго порядка, 
вместе с соответствующими сведениями о степенях и корнях и уче- 
нием об иррациональном числе; кроме того, отдел прогрессий и ло- 
гарифмов и учение о безгранично-малом количестве и пределе, с 
приложениями к геометрии. Таким образом распределение материала 
в общем соответствует программам трудовой школы Г и П ету- 
пени; вместе с тем, автор рассчитывает в недалеком будущем осу- 
ществить и давно намеченную третью часть, которая могла бы дать 
учащимся школ П ступени углубление и расширение приобретенных 
познаний по всему курсу математики и синтез его основных идей— 


учение о числе, об уравнении и о функции. 
К. Лебединцев. 


В 6-м издании (3-м Гос. Издат.) произведена везде замена ста- 
рых русских мер метрическими, а также изменен текст некоторых 
задач. 


В. Л, 


ОТДЕЛ 1. 


Введение. 


ГЛАВА Т. 


Общие формулы; смысл и цель их употребления. 


8 1. Применение букв в составлению общих формул. Репим 
такую арифметическую задачу: 

В фузте учатся 17 мальчиков и 13 дезочек. Нужно раздать им 
150 тетрадей, каждому поровну. Сколько тетрадей придется дань 
каждому из учазцихся? 

Чтобы решить эту задачу, мы поступаем так: сперва узнаем, 
сколько всего учащихся в группе: 


17-13 —30. 


Затем находим, сколько тетрадей придется на долю каждого яз 
учащихся: 
150:30—=5. 


Мы находим таким образом искомое число при помопри некото- 
рых действий над данными числами; запишем теперь ход решения 
нашей задачи так, чтобы сразу было видно, какие действия и в ка- 
ком порядке мы произвели над данными числами, чтобы получить 
искомое: 


Как мы знаем из арифметики, такая сокращенная запись решения 
задачи называется формулой. 

Теперь возьмем другую задачу с тем же условием, но © другими 
числами: 

В-зрупие учатся 14 мальчиков и девочек. Нужно раздать им 
200 тетрадей, каждому поровну. Сколько тетрадей придется дить ка- 
экдому из учащихся? 


ел 


=> >> 


Чтобы решить эту задачу, нам придется рассуждать попрежнему: 
сперва узнаем, сколько всего учащихся в группе; 


14--11==25, 
а затем найдем, Сколько тетрадей нужно дать каждому из учащихся: 
200: 25—58. 


Если пожелаем и здесь вкратце выразить, какие именно действия 
и в каком порядке мы совершали над данными числами, чтобы по- 
лучить искомое, то составим такую формулу: 


о 
с и-и 


Сравним теперь ход решения обеих задач. Мы видим, что в них 
ланные числа различны, и ответы различны, но способ решения 
одинаков. Очевидно, мы можем придумать еще сколько угодно задач 
© тем же условием, хотя и © другими числами, но способ решения 
всех этих задач будет один и тот же. 

Постараемся теперь как-нибудь выразить и запи- 
сать этот общий для всех подобных задач способ их 
решения. С этой целью рассмотрим, какую величину обозначает 
каждое из чисел, входящих в паши задачи, 

В первой задаче 17 обозначает число мальчиков в группе, 


13 > › девочек, » › 
150 » » всех тетрадей, 
5 » › тетрадей, приходящихся на долю 


каждого из учащихся. 

А во второй задаче те же величины выражены числами 14, 11, 
200 п 8. 

Сравнивая теперь обе записанные формулы, мы можем выразить 
способ решения наших задач такими словами: чтобы получить иско- 
мое число тетрадей (приходящихся на долю каждого), нужно число 
всех тетрадей разделить на число мальчиков, сложенное с числом де 
вочек. Этот вывод можно записать короче, если мы выразим произ: 
водимые действия не словами, а знаками; 


числу всех тетрадей 
число мальчиков | число девочек” 


Искомое число тетрадей = 


Но и в таком виде наша запись очейь длинна и неудобна, и мы 
постараемся ее упростить. Для этого условимся выражать значение 
каждой величины, входящей в задачу, не слозами русского языка, 


а буквами латинской 1) азбуки, напр., так: . 
Число мальчиков обозначим буквою а 
Число девочек > “5 Ь 
Число всех тетрадей ь » т 
Искомое число тетрадей › > х 


1) Можно было бы, конечно, употреблять для той же цели и буквы русской 
азбуки, но латинские буквы берутся потому, что они приняты в науке всемв 
образованными народами. 
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Тогда наша запись, выражающая способ решения всех подобных 
задач, примет такой вид: 
7% 
ее. ——. 
ав 


Эта запись называется общей формулой. Как сейчас увидим, 
она дает "нам возможность всякую новую задачу с 
подобным же условием решить без повторения рас- 
суждений, одним вычислением. 

Пусть, напр., число а—18, 6=20, т==228, т.-6. нам дана за- 
пача: в группе учатся 18 мальчиков и 20 девочек, им нужно раздать 
поровву на каждого всего 293 тетрадей; сколько тетрадей должен 
получить каждый? 

Возьмем общую формулу; 

т 


и - 


и заменим в ней буквы данными вместо них числами; тогда формула 
обратится в такую: 
228 
Е 
18 -|-20’ 


а после вычисления получим, что для данной задачи НД, и 
каждый из учащихся получит по 6 тетрадей. 4 

Чтобы удобнее составлять общие формулы, можно сразу задавать 
условие решаемого вопроса в таком виде, чтобы входящие в задачу 
величины были выражены буквами, и соединять эти буквы знаками 
тех действий, которые нужно было бы на самом деле произвести, 
если бы вместо букв нам были заданы числа. 

Вот, напр., вопросы, для решения которых полезно составить 
общие формулы: 

1) Найти площадь прямоузольника, дли которою @ метров, & ши- 
рина 6. 

Отв.: #==а -6 

Очевидно, эта общая формула дает возможность находить пло- 
щеадь участка земли, куска обоев, каменной плиты, стола, стены, 
оконного стекла и т. д. 

2) Вклад в а рублей приносит в месяц рб прибыли. Сколько ФУ- 
блей прибыли принесет он в течение $ месяцев? 

Сперва вычислим в рублях прибыль за один месяц; она, оче- 
видно, равна 


“100? 


а искомая прибыль х — будет в $ раз больше: 
* х==а--——-8. 


При помоши букзенных формул могут быть выразжаемы изве- 
стные нам из арифметика общие свойства слагаемых. множителей, 


4 


вообще чисел, данных для производства действий, а также и чисел, 
получаемых после их производства: сумм, произведений и т. д. 

Остановимся, напр., на таком свойстве суммы двух слагаемых: 

Если сложить те же слагаемые в обратном по- 
рядке, то величина суммы не изменится (т.-е. новая 
сумма будет равна прежней). . 

Обозначим первое слагаемое буквою а, второе — буквою 6; тогда 
сумма их выразится так: а-|-6; сумма тех же слагаемых в обратном 
порядке будет 6-4; если зке мы при помощи известного нам из 
арифметики знака выразим, что обе суммы равны, то получим такую 
общую формулу: 

аб а. 


Формула эта, как видно, при помощи знаков выражает то зжо 
‘самов, что раньше было высказано нами при помощи слов; преиму- 
щество употреблония такой записи перед прежней, словесной, со- 
стоит, конечно, в том, что теперешняя запись короче и легче 
запоминается. 


Постараемся еще выразить формулой такое свойство умножения: 

Если множитель больше единицы, то произведе- 
ние больше множимого; если множитель меньше еди- 
ницы, то произведение меньше множимого 1). 

Обозначим наше множимое буквою а, можителя—буквою т; про- 
изведение будет тогда “*-7т; употребляя для обозначения слов «боль- 
Нте> и «меньше» те же знаки, что и в арифметике, мы выразим наше 
общее свойство такими формулами: 


т >1, а-т>а, 
то Ьа.т<а. 


Заметим, что букренное ‘обозначение чисел применяется не только 
к составлению формул, но и к решению задач. 


Об этом будет сказано дальше (в главе ПТ) 


$ 2. Буквенное выразкение.—Если мы рассмотрим состав формул, 
зстречавшихся до сих пор у нас, то заметим, что каждая из них со- 
этоит из двух частей, соединенных знаком равенства (—) или нера- 
зенства (>>, <) 2); слева же и справа от этих знаков находится 
какая-нибудь буква или собрание букв, лифр и знаков действий 


(а-6, аб ит. д.); то и другое носит название буквенного (или 


алсебраического) выражения. 


1) Это свойство выражают в арифметике обыкновенно так: от умножения на 
неправильную дробь число увеличивается, от умнозкения на правильную — умень- 
шается. Но при таком способе выраження нужно, конечно, подразумевать, что 
неправильная дробь, на которую мнозжат, должна быть больше единицы, а не 
равна ей. 

?*) Сообразно с тем, какой низ этнх знаков употреблен, самая формула носит 
название равенства или неравенства. 
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Нетрудно определить, что буквенным (пли алгебраическим) вы- 
ражением называется всякая буква, обозначающая число, 
а также всякая совокупность букв (и пифр), выража- 
ющих числа и соединенных знаками, указывающими, 
какие действия и в каком порядке нужно над этими 
числами совершить. 

Мы видели выше ($ 1), что буквенные выражения, входящие 
в состав формул, могут применяться к решению частных, арифмети- 
ческих задач, если в них заменить буквы данными числами и произ- 
вести указанные действия. Подобную подстановку мы можем произ- 
вести и в любом буквенном выражении; то число, ко торое 
получится, если взять вместо букв какие-либо числа 
и произвести над ними указанные действия, назы- 
вается числовой величиной буквенного выражения при 
данных значениях входящих в него букв. Легко заклю- 
чить из предыдущего, что одно и то же буквенное выражение при 
различных значениях входящих в него букв может иметь различные 
числовые величины; так, напр., выражение 


в-т-- б.п 


при а=2, т==5, 6=1, „—4 обращается в 2.5 -|-1.4, т.-е. в 14, а 
при а=3, т==4, 6==5, в=—1 обращается в ЗЕЕ 5-1 мер. в 17, 
ит. д.; выражение 

а-5-6 


при а=1,6==2, с==3 равно 6, априа==2, 6 =3, с == 4 равно 24 ит. д. 


ГЛАВА П. 


Основные условия относительно алгебраических знаков. 


& 3. Алгебраические знаки. — В алгебре, какмы видели до сих пор, 
употребляются знаки трех родов: во 1-х, знаки, выражающие какив- 
нибудь числа, знаки, во 2-х, знаки выражающие равенство или 
неравенство между числами, и В 3-х, знаки, выражающие действия 
между этими числами. 

Для обозначения чисел мы будем пользоваться буквами и цифрами. 

Об употреблении букв нужно сказать следующее. 

Значение величины, входящей в условие задачи, должно быть 
выражено особой буквой, и обозначение это должно оставаться неиз- 
менным до конца решения задачи, но конечно, в другой задаче мы 
можем те же буквы употребить для обозначения других величин, 
сохраняя эти обозначения в течение решения этой задачи и т. д. 

Кроме того, всякий раз, когда мы вывели какую-либо формулу, 
мы лолжны помнить, какими единицами измерены входящие в нее 
величины, Так как при других единицах формула может изменить 
или потерять свой смысл. Так напр., если формула х==@а.6 выра- 
жает площадь прямоугольника, у которого длина @ и птирина $ выра- 
жены в саженях, то площадь х выразится в квадратных саженях; если 
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РИЧИ ОН И 


аи выражены в метрах, то площадь х выразится в квадратных 
метрах, если же напр., длина а выражена в аршинах, & птирина 6 в вер- 
шках или дюймах, то нельзя вычислить площади по формуле #=а.В 
до тех пор, пока мы не выразили @ и в одинаковых единицах 
длины, так как иначе формула х==а.6 утрачивает свой смысл. 

Мы упомянули о том, что, кроме знаков, выражающих числа (букв, 
цифр), существуют знаки, выражающие равенство или неравенство 
между числами. Знак равенства (==) уже часто употреблялся нами, 
понятия «больше» и «меньше» выражаются соответственно знаками 
> и <, которые также упоминались выше; с другими знаками этого 
рода мы встрехимся впоследетвии. 

Знаки действий в алгебре мы будем употреблять те же, что и 
в арифметике, и некоторые новые; новые знаки будем вводить посте- 
пенно, по мере надобности. Заметим при том, что при умножении 
на число, обозначенное буквой, знак умножения 
обыкновенно пропускается; так, выражения: 


ат 6-п, 25-9 или а-6.с 
могут быть сокращенно написаны следующим образом 
ат--6т, Эту, вс. 


Но, конечно, необходимо помнить, что есди между двумя буквами 
или цифрой и буквой не стоит никакого знака, то подразумевается 
знак умножения. 


$ 4. Воэффициент. — Относительно выражений, являющихся про- 
изведением нескольких сомножителей, нужно заметить еще следующее. 
Если в числе сомножителей попадается такой, который выражен циф- 
рами, то его пишут впереди (это не нарушает смысла алгебраического 
выражения, так как из арифметики известно, что от перемены по- 
рядка сомножителей произведение не меняется); так, напр., вместо 

8 Е к, 

а-3.6 или т.у--1 пишут Забс или 429- Этот цифровой сомножи- 
тель, стоящий перед буквенным выражением называется коэффи- 
циентом. Ноэффициент, очевидно, показывает, сколько раз 
стоящее за ним выражениевзято слагаемым, или какая 
взята дробь от этого выражения; при всяком выражении, 
не имеющем перед собой коэффициента, очевидно, можно подразу- 
мевать коэффициент 1. 

Вот, напр., задача, приводящая к составлению алгебраического 
выражения с коэффициентом. 

Рабочий получает ежемесячно в Рублей; сколько он заработает 
за три месяца? 

Обозначим искомую сумму денег через 2; очевидно, х == а -На-на= 
—0-3—34. 

Или другая задача: 

Есть два прямоуюльных участка земли; один имеет в длину а метр., 
а в ширину © метр., друзой имеет в длину В метр., а в ширину @ мето., 
сколько квадратные метров занимают оба участка? 

Очевидно, искомая площадь х==аб -- а6== 2а6. 
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$ 5. Понятие о степени. — Если какое-либо выражение содержит 
произведение одинаковых сомножителей, то оно может быть запиз 
сано в сокращенном виде, как сейчае будет изложено. 

Возьмем такую задачу: 


Пол комнаты имеет Форму квадролиа, сторона которою (т. - в. 
и длина, и ширина) равна @& метр.; определить, сколько квадратных мет- 
ров содержит площадь этою пола. 

Очевидно, искомая площадь х—а-а. Ноеще в арифметике у нас 
было принято вместо 3-3 писать 32, вместо 7-7-7 писать 73, вообще, 
вместо произведения нескольких одинаковых сомножителей писать 
этот сомножитель один раз исправа наверху писать возле него число, 
показывающее, сколько полжно быть таких сомножителей. Это сокра- 
енное обозначение сохраняется ив алгебре, а мы запишем, конечно, 
что 2==а?. 

Рассмотрим еще несколько задач, приводящих к получению выра- 
жения, составленного из одинаковых сомножителей. 

1. Отряд красноармейцев выстроился в ат, рядов, толп, человек в каждом 
ряду. Околько всех красноармейцев? 

— Отв.: деЕт-теЕИЙ. 


2. Деревянный ящик имеет форму куба, ребро которою (т.-е 
и длина, 4 ширина, и высота) равна @ сантиметрам. Сколько кубиче- 
ских сантиметров занимает об’ем этою ящика? 


— Отв.: :=а-а.а== @8. 


3. В «ние © страниц, на каждой странице © строк, в каждой 
строке $ букв. Сколько букв во всей книле? 
— Отв.: л==В.6. 6 ==063 


Вообще, условимся произведение нескольких одиназ- 
ковых сомножителей называть степенью; действие, при 
помощи которого вычисляется произведение одина- 
ковых сомножителей, — возвышением в стенень; данное 
число, повторяемое несколько раз сомножителем, — 
основанием, а число, показывающее, сколько именно 
есть одинаковых сомножителей, будем называть по- 
казателем степени. Так, выражения: 


5 > 
а7, 723, 6 


будем читать: @ во второй степеии, т в пятой степени, с в степени 2 
(а, тис — основания, 2, 5 и х- показатели степени). Заметим еще, 
что вторая степень иначе называется квадратом, третья — кубом; 
эти названия введены, очевидно потому, что возвышение числа 
во вторук? степень напоминает нам вычисление площади квадрата 
по данной его стороне, а возвьишение числа в третью степень напо- 
минает нахождение об’ема куба по данному его ребру (см. выше 
разобранные задачи). Если при букве нет показателя, то усдовимся 
подразумевать показателя 1, напр., а все равно, что д1, 
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ГЛАВА Ш. 


Составление и решение простейших уравнений в связи с поня- 
тием о преобразовании выражений. 


$ 6. Применение букзенного обозначения искомого чиела в ре- 
шению задач.— До сих пор мы применяпи буквенное обозначение 
чисел к составлению общих формул из условий арифметических за- 
дач и других вопросов; но сейчас убедимся, что буквенное обозна- 
чение чисел может иметь еще другое применение; именно, оно дает 
нам в руки новый способ решения арифметических задач. Рас- 
смотрим, напр., такую задачу: 

Я задумал число. Если ею увеличить вдвое, полученное произведение 
уменьииить в 7 раз ч от найденною результата отнять 5, то оста- 
нетря 13. Как велико задуманное число? 

Обозначим искомое число буквою х. Если его увеличить вдвое, 
то полученное произведение выразится так: 2х, разделив это произ- 

25 2х 
ведение на 7, будем иметь 7 отняв 5, получим За 5; согласно 
условию задачи, эта разность должна быть равна 13; выражаем эту 
мысль алгебраическими знаками и получаем равенство: 


РИ 
д — 6==48, 


Это равенство, очевидно, представляет из себя сокращенную 
запись условия нашей задачи. Теперь определим, как велико искомое 
число 1. Для этого рассуждаем тёк: 


2 
В нашем равенстве 7 есть уменьшаемое, 5 — вычитаемое, а 13— 


их разность; так как уменьшаемое рав азности, сложенной с вычи- 
тазмым, то мы должны иметь: 


8-5, или 5" — 18. 


В этом же последнем равенстве 22 можно рассматривать как де- 
лимое, (——как делителя и 18 —как их частное; а так как делимое 
равно частному, умноженному на делителя, то найдем 

2% —18.17 или 2х==126, 
т.-е. удвоенное искомое число равно 126, а само искомое число 
должно быть равно 126:2, т.-е. 63. 

Легко видеть, что задача наша решена верно: 63-2==126; 
126 :7—=18; 18 ——5 =13, как оно и следует по условию задачи. 

Решим еще следующую задачу. 

В „ооперативе было 7 одинаковых кусков сиитчу и еще отдельно 
18 метров; весь этот ситец выдали поровну 46 рабочим, при чем кооедый 
рабочий получил по 8 метров. Сколько метров сиитцу было в кажюдом куске? 

Пусть в каждом куске было х метров; тогда во всех 7 кусках 
будет 7х метров; да еще 18 метров, — значит, всего в коопзэративе 
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было 7х-|- 18 метров ситцу. Этот ситец выдали поровну 46 рабочим; 
ы Ч ж-- 18 
значит, каждый должен был получить Ен метров. 


По условию задачи это число должно быть равно 8 метрам, 
поэтому можем написать такое равенство: 


ПЕН 
5, ви 


Найдем теперь неизвестное число х. В пашем равенстве мы мо- 
жем считать 71-|- 18 за делимое, 46-—за делитель и 8— за частное; так 
как делимое равно частному, умноженному на делителя, то получаем, 


11-18 =46.8 или Т#-|- 18 —=368. 


В этом поеслодлнем равенстве “хи 18 можно рассматривать как 
слагаемые, а 368—как их сумму; но первое слагаемое должно рав- 
няться сумме без второго слагаемого, поэтому можем написать, что 


71-=368 —18 или 7х=—=350. 


Отеюда очевидно, что неизвестное число х найдется, если разде- 
лить 350 на 7; мы получили 50. Итак, х==50, т.-е. в каждом куске 
было 50 метров ситцу. Сделав арифметическую проверку, мы убе- 
ждаемся, что это решение правильно. 

.- $87. Понятие об уравнении. Рассмотрим, в чем состоит приме- 
ненный нами новый способ решения арифметических задач. Обозна- 
чив искомое число буквою л, мы составляли краткую запись условия 
задачи при помощи алгебраических знаков и получали равенство, 
на основании которого должны были определить вели- 
чину неизвестного; такое равенство называется уравнением. 
Затем, мы это уравнение решали, т.-е. находили, как велико должно. 
быть искомое число, чтобы составленное равенство было справедливо. 
Заметим, что для решения уравнений существуют особые приемы 
(некоторые из них изложены ниже, в $83 8—10); простейшие же 
уравнения, вроде тех, с которыми мы имели дело в предыдущих 
задачах, могут быть решаемы по соображению, как было указано. 

8 8. Равносильные выражения. Понятие об них иреобразовавии 
п упрощении, © приложением к решению уразнений. Возьмем 
выражения; 

105 - 2х и 125. 


Дадим числу х какое-нибудь произвольное значение, напр., 2, 
и найдем соответственные числовые величины обоих данных выра. 


1) Весь ход составления равенства можно сокращенно записать так: 


Неизвестное количество ситцу в каждом куске. 2 метров- 
Количество ситну в 7 кусках , „ое -.- 7% = 
Весь вапас ситцу в кооперативе . . о 7%-- 18 ” 
Ча каждого рабочего приходителя. . с Чж-|- 18 

46 2? 


По условию задачи: “== 8. 
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жений; первое обратится в 10.2 + 2-2, или в 24; второе— даст 12.2, 
т.е. тоже 24. 

Дадим числу х какое-нибудь другое значение, напр., 6, и снова 
найдем числовые величины обоих выражений; получим для первого 
10-6--2.6, т.-е. 72; для второго 12-6, т.-е. тоже 79. 

Логко видеть, что числовые величины обоих данных выражений, 
105-25 и 12%, будут равны друг другу, какие бы значения (одина- 
ковые для обоих выражений) мы ни приписывали входящей в них 
букве 4 (в самом деле, взять некоторое число слагаемых 10 раз, да 
потом еще 2 раза — все равно, что сразу взять его слагаемым 
12 раз). 

Выражая указанное свойство наших выражений, 105-25 и 19х, 
мы будем называть их равносильным и друг другу. 

И вообще условимся называть равногильными такие 
буквенные выр ажения, которые имеют одинаковые 
числовые величины при любых соотв етственно одина- 
ковых значениях, входящих в них бук 

Так, напр., выражения. 


будут равносильными. 

Сравним еще выражения, 

55--3 и 8х. 

Если положим х— 1, то оба выражения будут иметь одинаковую 
Числовую величину 8; но если мы падим числу х какое-нибудь другое 
Значение, напр., 1==2, то числовые величины обоих выражений 
будут уже различны (первое—дает 13, второе—16); поэтому данные 
выражения не будут равносильными. 

Условимся теперь в следующем. Если мы заменяем одно алге- 
браическое выражение другим, равносильным ему, то такую замену 
мы будем называть преобразованием выражения. Напр., вы- 


ражение. 
5-3 
мы можем преобразовать в такое: 
Если же мы заменяем одно выражение другим, равносильным 
ему, и притом более простым, то такое преобразование будем назы- 


вать упрощением. ь 
Напр., мы упрощаем выражение 


105 — 2, 
заменяя его равносильным выражением 
12. 


При решении задач часто приходится упрощать выражения, 
входящие в состав уравнения, 
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Разберем, напр., следующую задачу: 
Нужно распределить 2520 кз крупы между тремя детскими столо- 
зыми, из которых первая обслуживает 80 детей, вторая 50 и третья 
70. Околько крупы помриит каждая столовая, если сделать распределение 
ообразно числу детей 

Обозначим буквою х то число ж крупы, которое приходитея 
на каждый десяток обедающуих детей; тогда первая столовая должна 
получить 8х крупы, вторая—5 5 и третья— 7 <; все же три вместе 
должны получить 82--5х--7х к, по условию задачи это число 
равно 2520 к; следовательно, имеем уравнение; 


8# Е 5 з-- 1х == 2520. 


Чтобы определить х, упростим предварительно выражение, стоящее 
левой стороны от знака равенства. Если число х берется слагаемым 
рва 8 раз, затем еще 5 раз и еще 7 раз, то всего оно берется 
слагаемым 20 раз, т.-е. 8х--5=-|-7х весе равно, что 205, и наше 
равенство может быть заменено таким: . 


Правила упрощения буквенных выражений будут изложены впо- 
следствии; простейшие упрощения могут быть производимы по 
’ соображению, как мы только что видели. 

$ 9. Части равенства. Перенесение слагаемых и вычитаеных 
из одной части уравнения в другую. Всякое уравнение или вообще 
равенство, напр., такое: 

| Ч —3—5х, 


` 


состоит из двух выражений или чисел, соединенных знаком равен- 
ства. Условимся называть левой частью равенства то выражение 
или число, которое стоит с левой стороны от знака равенства, а правой 
частью — то выражение или число, которое стоит с правой стороны 
‘от знака равенства. Очевидно, в данном здесь равенстве выражение 


1%—3 
будет левой частью равенства, а выражение 


5х 
правой частью равенства. 
Возьмем теперь уравнение, составленное нами в первой задаче $ 6. 


РАВ 


2х 
Зная, что уменьшаемое к должно быть равно разности (13), 


женной с вычитаемым с мы заменили это уравнение таким: 


13-5. 
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Сравним теперь оба равенства. Мы видим, что второе может быть 
составлено из первого так: в левой части первого равенства отбра- 
сываетсл вычитаемое 5, по зато в правой части добавляется 
слагаемое 5; короче говорят вместо этого: вычита®мое 5 перехо- 
ДИТ из левой части уравнения в правую с обратным знаком. 

В решении второй задачи 8 7 мы шимели равенство 


20%5—-7==48. 


Зная, что первое слагаемое (202) должно быть равно всей сумме (48) 
без второго слагаемого (7), мы получили из предыдущего равен- 
ства такое: 

20%5=—48 — 7. 


Сравнивая эти два равенства, видим, Что второе может быть со- 
оставлено из первого так: отбрасывается в левой части первого равен- 
ства слагаемое 7, но зато в правой части приписывается вычи- 

‚таемое 7, т.-е. слагаемое 7 переходит в другую часть равенства 
с обратным знаком. 

Покажем теперь, что во всяком уравнении мы можем 
перенести в другую часть аюбое слагаемое или вычи- 
таемое меняя перед ним знак на обратный (если только после 
этого перенесения не придется вычитать большего числа из меньшего). 

Пусть, напр., нам дано уравнение: 


8—3 === 11. 


Пусть мы желаем перенести в другую часть его вычитаемое 3. ` 


Тогда мы рассуждаем так: здесь Число 85 есть уменьшаемое, 3 — вы- 
читаемое, а выражение 3=-|-17 можно рассматривать как их разность, 
но уменьшаемое (85) должно быть равно разности (3=-|- 17), сложен- 
НОЙ © вычитаемым (3), т--е. 


8—3 17-3. 


Сравнивая это равенство с предыдущим, видим, что, действитель- 
но, вычитаемое 3 перешло из левой части в правую как слагаемое, 
Т.-6. © обратным знаком. 

Возьмем снова то же самое уравнение 


8—8—32--17 


и постараемся перенести слагаемое 3х в другую часть. 

Будем рассуждать так: здесь можно рассматривать 55 как первое 
слагаемое, 17 — как второе слагаемое, а всю левую часть уравнения 
8—3 как сумму этих двух слагаемых. Но если мы из суммы (8—3) 
отнимем первое слагаемое (35), то остаток должен быть равен второ 
му Слагаемому (17), т.-е. мы имеем 


Е И Й 


Сравнивая теперь то равенство и данное нам уравнение, вилим, 
что выбранное нами слагаемое 3х действительно перешло из правой 
части в левую с обратным знаком (как вычитаемое). 
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Возьмем теперь более сложный случай. Пусть мы желаем в по- 
следнем полученном нами уравнении 


8 3—3 1=1 


перенести вычитаемое 3 в другую часть. Тогда мы рассуждаем сле- 
лующим образом: в левой части этого уравнения можно изменить 
порядок вычитания так, чтобы вычитаемое 3 стояло на последнем 
месте (от этого, как известно из арифметики, величина левой части 
не меняется); тогда мы получим такое уравнение: 


Во 1. 


А теперь мы можем рассматривать выражение 8х— 3х как умеп- 
шаемое, 3 — как вычитаемое, и 17-—как их разность; зная, что умень- 
шаемое (8х — 347) должно быть равно разности (17), сложенной с вычи- 
таемым (3), мы можем написать 


8—3 5—1 3. 
Если теперь сравним это уравнение с первоначальным 
8—3 —3л=11, 


то заметим, что вычитаемое 3 герешло в другую часть © обратнын 
знаком, как и должно быть. 

Подобное рассуждение мы можем повторить над любым уравне- 
нием, составленным из условия какой-нибудь арифметической вадачи. 
Еели же мы будем задавать себе какое-нибудь совершенно произволь- 
ное уравнение, то заметим, что перенесение слагаемого не всегда 
бывает возможно. 

Пусть, напр., мы имеем уравнение 


10--#=6. 


Попробуем перенести в правую часть этого уравнения слагаемое 
10. Очевидно, второе слагаемое (7) должно будет равняться всей 
сумме (6) без пейвого слагаемого (10), т.-е. 


х—6-—-10. 


Но вычитание, требуемое в правой части, невозможно по правилам 
арифметики, так как из меньшего числа (6) мы не можем отнять боль- 
шего (10). Отсюда мы заключаем, что искомое х не может быть рав- 
но никакому числу, известному нам из арифметики 1). 

Впрочем, и этому выводу мы могли бы прийти и непосредственно, 
рассматривая данное нам уравнение 10 х—6. В нем требуется, что- 
бы сумма двух чисел, 10 и х, была равна 6, т.-е. была меньше пер- 
вого слагаемого; очевидно, этого не может быть, какое бы число, 
известное нам из арифметики, мы ни подставляли вйесто =. 


жаться и в таких елучаях при помощи особых чисел, называемых 0 


1) Впоследствии (ем. отд. П) мы увидим, что искомая разность может выра- 
цательными. т 


2 Лобедивцев. Руководство алгебры, ч 1. # 


Подобных случаев мы пока не будем рассматривать; в остальных 
же случаях, как мы видели, всегла можно переносить вычитаемые 
и слагаемые из одной части уравнения в другую, меняя знак перед 
ними на обратный. 


& 10. Решение уравнений номощью перенесения слагаемых 
и вычитаемых.—Перенесение слагаемых и вычитаемых позволяет нам 
во многих случаях облегчать решение уравнения. 

Пусть, напр., дано уравнение 


Перенося вычитаемое 3х из правой части в левую с обратным 
знаком, имеем: 


72-3 3#=48. 


Перенося затем слагаемое 3 из левой части в правую также с 
обратным знаком, получаем: 


1-3 1==48 — 3. Е 


Но в левой части вместо 7х-- 3х мы можем написать 10 х, а 
в правой вместо 48 —3 будем иметь 45; уравнение принимает сле- 
дующий вид: 
105—45, 
откуда 2==45:10—=41).. 


Возьмем еще уравнение 
8—3 —=10х— 1. 

Церенесем вычитаемое 7 из правой части в левую; получим 
82—3-|-7=10х 


Упроствм теперь левую часть уравнения. Если из числа 85 нуж- 
во сперва отнять 3, а потом к полученному прибавить 7, то это все 
равно, что к числу 8х сразу прибавить 4 единицы» т.-е. левую часть 
уравнения можно заменить выражением 84 -|-4, и Мы получим 


8<--4—=1035. 
Перенося теперь слагаемое 8х в правую часть, найдем 


4 —10 15—84, 
или 
=, 
откуда 
И. 


Рассматривая эти примеры, мы можем заключить, что для болеь 
быстрого решения уравнения следует переносить неизвест- 
ные слагаемые или вычитаемые к неизвестным, а из- 
рестные—к известным; тогда мы получаем возможность упрос- 
тить одну или обе части уравнения и затем узвать величину неиз- 
вестного. й 
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& 11. Проверка решения уравнения.— В предыдущем параграфе 
мы рассматривали уравнение 


73—48 —3х 


и нашли его решение: х==41/.. Для проверки рассуждаем следующим 
образом. Выразим сперва словами смысл нашего уравнения; он таков: 
‹если неизвестное число умножить на 7 и к произведевкию прибавить 
то мы должны получить ровно столько же, как и тогда, когда от 
отнимем утроенное неизвестное число». Проделаем теперь указан- 
е здесь действия. заменив неизвестное найденным числом 41].: 


1.41. |-3==31 3 = 3411; 
48—3.41/, =48 — 131], — 341/.. 


Видим, что в обоих случаях после вычислений получились рав- 
е числа, т.-е. найденное число 41/, действительно удовлетворяет 
ому условию, которому должно было подчиняться искомое число. 
След., найденное нами решение верно. 

Таким образом, для проверки найденного решения мы 
лжны подставить в уравнение вместо неизвестного 
йденное его значение, и если обе части уравнения 
дут иметь при этом одинаковую числовую величи- 
‚ то полученное решение верно. 

Сделаем еще проверку решения второго уравнения, разобранного 
в предылущем параграфе: ' 
8&—3—10%— 1. 


Мы нашли, что х==2. Если подставим это значение вместо х в 

части уравнения и найдем числовую величину левой и правой 

ти, то получим: 

‹ 8-23 =16—3==13, 
10-2—17—=20—1==13, 


. уравнение решено верно. 


“ГЛАВА Г\. 
у Употребление скобок. Правописание формул. 


_5 12. Порядок действий в алгебраических выражениях. Скобки. 
— Пусть нам дано произвести следующий ряд действий над числами: 


2-12—6:2-|-5.2. 
Как мы знаем из арифметики, в таких случаях сперва нужно 


Зройзвести умножение и деление (2.12—24; 6:3—2; 5-2==10), 
затем над полученными результатами — сложение и вычитанео 
—2-—- 10 = 32). 
Если же в ряду действий есть еще и возвышение в степень, то осно 
выполняется прежде всех других действий, напр., в таком выражении 
3.52 


ве 19 


нужно сперва возвести 5 во вторую степень (5*=5-5==25), а зате 
умножить 3 на получениое число (3.25 ==75). 

Такой порядок действий называется обыкновенным и об 
значается без помощи скобок. Подобные же условия приняты и д 
алгебраических выражений. Пусть, напр., имеем выражение 


а-| бе. 


Согласно принятому условию, смысл его следующий: сперв 
нужно умножить число 6 на с, а затем полученное произведение при 
бавить к @. Если, напр., а==7, 6—2, с—=8, то найдем 


а-|-6=1--2.8=174- 16—23. 
Если имеем выражение 


5 23, 


то в нем требуется сперва возвести число х в третью степень, а за 
тем умножить 5 на полученное число; напр., при х==2 имеем: 


558—5.28—5.8—40. 


Таким образом, если в алгебраическом выражении не 
скобок, то это показывает, что в нем надо произвести 
в порядке написания, сперва возвышение в степень 
затем умножение и деление, и, наконец, сложение 
вычитание. 


Если же нужно выразить, что порядок действий отличается о 
обыкновенного, то для этого употребляются (как и в арифметике} 
скобки. Так, напр., если нужно обозначить, что сперва складываютс 
числа а и ф, а затем полученное число множитоя на с, то это обозна 


чается так: 
(#--6) с; 
при прежних значениях букв (а=—7, 6—2, с—8) получим теперь 
(а-- 6) ве=(7--2).8=9.8==72. 
Подобным образом, если имеем выражение 
(5), | 


то смысл его будет таков: сперва нужно перемножить числа 5 и 
а затем полученное произведение возвысить в третью степень. Если 
возьмем прежнее значение 5—2, то найдем 


(5)3 == (5 - 2)3— 103 — 1000, 


Скобки, таким образом, показывают, что новое действие должно 
быть совершено над результатом тех величин, которые в них заключены, 
если алгебраическое выражение содержит скобки, то 
сперва нужно выполнить те действия, которые обо- 
значены внутри скобок, а затем совершать действия 
в обыкновенном порядке (по правилу, указанному выше). 
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При этом следует заметить, что: 1) черта, обозначающая 
знак деления (в дроби), относительно порядка дей- 
а-- 6 

с—4 
все равно, что (а--5):(с —@); 2) если мы делим какое-либо 
число на произведение, и если в том произведении 
пропущены знаки умножения, то мы можем не заклю- 
чать данного произведения в скобки, напр., а: ху вее 
равно, что @:(.9). 

Если является необходимость заключить выражение со скобками 
в новые скобки, то для лености употребляют, кав и в арифметике, 
скобки квадратные и фигурные, вапр., [(@—5) с], { [(а—5) е—а] т—я} ф. 

Из вышеизложенных правил о порядке действий и скобках можно 
сделать слезующие практические заключения: 

1. Не нарушая смысла выражения, мы можем изме- 
нять в нем (по. правилам, известным из арифметики) 
относительный порядок действий, принадлежащих к 
одной и ТОЙ же очереди. Напр., в выражении 


аа--ьс 


мы должны чиело а умножить на @, а число 6 на с, и к первому 

произведению прибавить второе; но мы имеем право также Я умно- 

жить на @ ис на 6, и прибавить ко второму произведению первое. 
В выражении 


ствий имеет то же значение, что и скобки: напр., РЕ 


а—в--е—а 


мы можем как угодно изменять порядок слагаемых и вычитаемых 
лишь бы только при этом не призодалоеь вычитать большего числа 
из меньшего. 

2. Вели в выражении нет скобок, то коэффициент 
относится ко всему произведению, стоящему за ним, 
а показатель—только к той букве, при которой он 
поставлен. и 

Напр., в выражении 3@06? коэффициент мы можем считать отно-` 
сящимся ко воему произведению @6?, показатель же 2 относится 
только к букве 6, а не к выражению Заф. 

3. Еели нужно возвысить в степень произведение 


а |. 
али дробь, то их нужно заключать в скобки: (4 6)?, | — 


ь 
[22 
выражают, что вее произведение аб или вея дробь я возвышаются 
в. аз 
в степень; если же мы напишем а 62, в > то первое выражение значит: 


зозвысить 6 в квадрат и полученное число умножить на @, второе — 
возвысить @ в куб и результат разделить на 6. 


$ 13. Правила правописания формул и выражений. — При за- 
писывании формул и выражений приняты следующие правила пра- 
вописания, 
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1. Целый сомножитель при дробном должен быть 
помещен против черты, напр.: 


3 т а 
—а  — —(#-Р у). 
4 ? тя ь ( 9) 
2. Знаки действий, а также равенства и неравен- 
ства при дробных выражениях также должны поме 
щаться против черты: 


6 №1 #2 
а-—, 2— — — =т- я. 
< се д? 9 к 
3. Перенос формул из одной строки в пругую до- 
пускается только на знаках-|-,-—-или=, при чем при пе- 


реносе знак этот повторяется как в конце одной, так и в начале 
следующей строки, напр. 


443 6-- ба? 6 -- 
44658-54 а— (6-е) = 
—а—6— 6; (42-6) — 
— (42 — 62-| с). 


ОТДЕЛ п. 
Отрицательные числа и нуль; действия над ними. 


ГЛАВА Г. 


Понятие об отрицательном числе и нуле, 


8 14. Понятие об отрицательных чиелах. — Если алгебраическое 
выражение представляет из себя разность, то могут быть случаи, 
когда найти числовую величину его по известным нам правилам 
арифметики нельзя. Так, напр., выражение а—6 при а==8, 6—8 
обращается в 5—8 и делается пля нас непонятным, так как по 
известным нам правилам арифметики мы не можем из 5 вычесть 8. 
Но, как сейчас убедимся, это еще не значит, что рассматриваемое 
нами выражение в подобных случаях лишено всякого смысла. 

Выражение «а—6 мы можем представить себе возникшим из ре- 
шения какой-нибудь. общей задачи, напр., такой: 

Гребец проехал в лодке @& метров вправо от пристани, направляясь 
чротив течения реки; затем бросил зрести, и ‘течение снесло лодку назад 
на Ь метров; в скольки метраж вправо от пристани находитея теперь 
лодка? 

Чтобы решить эту задачу придется, очевидно, из того числа 
метров, на которое сначала продвинул лодку гребеп, вычесть то число 
метров, на которое снесло ее вниз течение, т.-е., обозначая через = 
искомое расстояние найдем, что задача решается по формуле 1=а— 6. 
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Если 
а—80, 6= 11, 
то найдем, что 
х=—80 — 17—63, 


г.-е. лодка находится в 63 метрах вправо от пристани; вообще, при 
всяких значениях букв @ и 6, если только а больше 6, формула наша 
цает удовлетворительный ответ на задачу 


Не то будет, если мы выберем такие значения а и В, чтобы & 
было меньше 6; напр., если 


ы 3084, 
то формула обращается в такую: 


#=—30— 34, 


и найти числовую величину ее по правилам арифметики нельзя. 

Однако, условие задачи в подобных случаях не теряет смысла. 
В самом деле, если &==30, 6==34, т.-е. если гребец проехал 30 метров 
вправо, а потом течение снесло его на 34 метра влево, то легко ви- 
деть, что он после этого находится уже не вправо, а влево от 
пристани, и если мы спросим, в скольких именно метрах влево от 
пристани находится лодка, то решение задачи станет возможным, и 
ответ ее будет: 

. х—34 — 30 —4. 


Очевидно, что во всех подобных случаях, т.-е., когда а < В, лодка 
находится влево от пристани, а если бы мы епросили, в скольких 
именно метрах влево, то ответ на этот вопрос вычисляется по фор- 
муле =—6— а. | 

Постараемся теперь изложить вопрос нашей задачи в более общих 
выражениях так, чтобы он соответствовал ее условию при всяких 
значениях а и 6. Тогда задача примет такой вид: 

_ Гребец проехал в лодке @ метров вправо от пристани, направляясь 
против течения реки, затем бросил зрести, и течение снесло лодку на- 
зад на Ь метров; в скольких метрах вправо или влево от пристани 
назлодилися теперь лодка? 

Эта задача решается по формуле х=@— 6, если а>6, и ответ 
обозначает тогда, в скольких метрах вправо от пристани находится 
лодка; если же в<6, то зацача решается по формуле #—=6— а, и 
ответ указывает, на сколько метров отстоит лодка влево от при- 
стани 1). Итак, приходится одну и ту же общую задачу решать по двум 
различным формулам, да еге при ответе указывать, в каком напра- 
влении считается искомое расстояние. Это неудобно, и потому мы 
сейчас введем такие условия, которые позволяют нам решать нашу 
задачу по одной только формуле х=а— 8 и выражать значение этой 
разности как при а >в, так и при а 6. о 

Условимся прежде всего различать особыми знаками 
расстояния, считаемые влево от пристани, от расстояний, 


) Мы не разбираем пока случая, когда 4—6, о нем будет сказано в следующем 
параграфе, 
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считаемых вправо от нее. Именно, числа, выражающие расетояниь 
вправо от пристани, будем сопровождать зпаком | (плюс) впереди, 
а числа, выражающие расстояния влево от пристани, будем сопро- 
вождать впереди знаком — (минус). Так, напр., расстояние 63 м 
вправо будем обозначагь: 

; -- 63 м, 


а расстояние 4 м влево будем изображать: 
=: $ 


Заметим теперь, что ответ —4 м (4 метра влево) получился у нас 
при а=—30, 65—34, а первоначальная формула решелия задачи: 
1=«а—6 обращалась тогда в такую: х==30 — 34. 

Поэтому введем еше и такое условие: число -—4 будэм называть 
разностью чисел 30 и 34, и будем писать: 


30 —34—— 41). 


И вообще, при производстве вычитания, в тех слу- 
чаях, когда из меньшего числа приходится вычитать 
большее, условимся находить, на сколько именно еди- 
ниц (или долей единицы) уменьшаемое меньшс вычи- 
таемого, писать это число с минусом впереди и на- 
зывать этот результат разностью данных чисел. При 
таких условиях наша задача будет решаться всегда по одной и той 
же формуле х=а— 6. 


Напр., если а—57, в 
или если = == 
то найдем, что х=—=57— 4— 593, 


&—81 —11— 10, 
где знак -|- (плюс) перед результатом равносилен слову «вправо». 


Если же, напр., а=11, 65—18, 
или а==22 В 00, 


то, согласно нашему условию, напишем: 


2—1 28—97. 
1==92—32==— 10, 


т.-е. лодка находится в 7 (или в 10) метрах влево от пристани; 

вообще, при а < $ получим при ответе знак — (минуе} впереди?). 
Подобным же образом можно поступать и в других задачах, если 

формула решения представляет из себя разность двух Чисел, и если 


4) Читается так: тридцать без тридцати четырех равно минус четырем. 

3) Заметим, что мы могли бы условитьея приписывать знакам -- и — и обрат- 
ное значение, т.-е. считать знак -Р- равносильным слову чвлево», а знак — заме- 
няющим елово «вправо». Тогда задача решалась бы всегда по формуле %-=6 —а@; 
напр., при @==25, 6 =3 имеем х —=3 —25 == —22 (22 м вправо по нашему уело- 
вию), при @—17, 6 —=45 получим х=45 —18 —=-{- 271 (21 м влево) ит. п. 
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требуется распространи?ь эту формулу и на те случаи, когда в ней 
из меньшего числа требуется вычитать большее. 

Рассмотрим еще два примера. 

1. Город Тверь находится на Октябрьской окелезной дорое между 
Москвой и Ленизрадом. Слувебной 70630 вышел из Тиери по направлению 
к Москве ч прошел @ километров, затем вернулся назад на 6 километров. 
Бо скольких километра в какую сторону от Твери он находится? 

Очевидно, что когда а >. то задача решается по формуле 
1=—=а—6, и поези стоит по направлению к Москве; если «<, то 
поезд отошел по направлению к Ленинграду на такое число верст, 
которое определится по формуле х=В— а. 

Если же мы желаем, чтобы задача решалась всегда по формуле 
1=0-— 6, то условимея обозначать направление к Москве знаком-|, 


а направлекие к Ленинграду знакомр—, нанр., при @==38, 
р—=11, имеем х—38— 11—27, а при а=16, 66—21, получим 
1=:16 —21 —= — 6, т.-е. поезд в этом случае стоит в 5 километрах 


от Твери, считая расстояние в сторону Ленинграда. 

2. Термометр показывает в полдень @а зрадусов тепла (т.-е. выше 
нуля); к вечеру он спустился на В срадусов вниз. Что показывает он к 
вечеру? 

Очевидно, что если «>, то термометр стоит еще выше нуля, и 
задача решается по формуле л=—а4—-6; если мы желаем, чтобы эта 
формула давала решение задачи и при условии а<В, нужно уело- 
виться градусы тепла выражать числами со знаком -|- впереди, а 
градусы холода числами со знаком—; тогда, напр., при а==16, 
$—5, имеем х=—16 —5=- 11, а при а=3, 6-8 найдем 
1—3—8==—5, т.-е. термометр показывает в первом случае 11 гра- 
дусов тепла, а во втором 5 градусов холода. 

Числа, сопровождаемые знаком -- впереди, явным или подразу- 
меваемым, будем называть положительными, а числа, сопровождаемые 
знаком — впереди, отрицательными. 

Отрицательное число в задаче обозначает, как видно из преды- 
дущего, величину, противоположную той, которая выражается 
соответственным положительным числом; если, напр., положительное 
число обозначает прибыль, то отрицательное — убыток; если по- 
ложительное число выражает прирост населения в городе, то отри- 
цательное — уменьшение населения; если положительное число 
выражает столько-то единиц времени после настоящего мо- 
мента; то отрицательное — столько-то единиц времени до настоя- 
щего момента; если положительное число выражает капитал, 
принадлежащий данному лицу, то отрицательное — долг этого же 
лица; если положительное число выражает долг, то отрицательное — 
капитал того же лица и т. д. 

Отсюда следует еще и такое важное заключение. Не во всякой 
задаче возможен отрицательный ответ, так как не всякая величина 
имеет соответствующую противоположную. Вот, напр., задача: 

@ учеников рали в мяч, потом Ъ учеников бросили шрать; сколько 
учеников продолжало ру? 

Искомое число учеников +=—4—6; но легко видеть, что здесь 
задача при а < 6 теряет смысл, так как, напр., если играло 5 уче- 
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ников, 10 из них не могло уйти 8, и значение х для данного случая 
_@—=5—8=—3) не имеет смысла. 

°— Или вот еще такая задача: длина прямоуюльною поля а метров, ии- 
вина на В метров меньше; определить иирину. 

Искомая ширина х=@—6; но если, напр., а==30, 6—40, то 
ответ х==30—40 —=—-10 не имеет смысла, так как значения длины 
и ширины различаются друг от друга только по числу единиц, а не 
по направлению. 

В свое время мы видели в арифметике, вводя дробные чиела, что 
одни величины могут выражаться как целыми, так и пробными чис- 
лами (напр., длина, промежуток времени, стоимость ит. д.), а дру- 
гие—только целыми (число людей, число выстрелов, качаний 
маятника и т. д.); поэтому и в алгебре, вводя отрицательные числа, 
мы обратим внимание на то, что одни величины могут выражаться 
положительными и отрицательными числами; расстояние, различаемое 
по двум противоположным направлениям (вправо, влево), результат 
игры для игрока (выигрыш, проигрыш), результат торговли для купца 
(прибыль, убыток), а другие — только положительными; число учени- 
ков, длина или ширина поля и т. д., и потому употребление отри- 
цательных чисел в формулах возможно только тогда, когда иселе-. 
пуемая нами величина может иметь противоположную, а иначе фор- 
мула теряет смысл. 

$ 15. Нуль и его значение. — Мы разобрали значение выраже- 
ния 4—6 как в случае а>6, так и в случае < Ь; остается еще уста- 
новить его значение при а=6. 

Для этой цели разберем такую задачу: у мальчика былва коп., он 
истрапим 6 коп.; сколько денез у нею осталось? 

“Очевидно, искомая сумма х==«а — 6; если, напр., а = 10 и бр ==10, 
то получим х==10 —10; но по смыелу задачи, если у мальчика было. 
10 коп., а он истратил тоже 10 коп., то у него совсем не оста- 
лось денег; условимся отсутствие искомой величины 
обозначать знаком 0 (нуль); согласно этому условию, 10 —10—0. 
16—16-—=0...; вообще разность двух равных чисел ечи- 
тается равной нулю. 

Разберем еще несколько задач из приведенных выше при таких 
значениях входящих букв, чтобы ответ равнялся нулю. 

1. Возьмем задачу о гребце (начало предыдущего 8), решаемую 
по формуле х=4—-6; если, напр., а=28 и 6—28, то х==0. 

Расстояние лодки от пристани равно нулю, т.-е., как и следует 
по смыслу задачи, лодку снесло, к самой пристани. 

2. Возьмем задачу о термометре (предыдущий $8, задача под №2). 
Разрешающая ее формула х==@— 6; если, напр., а=6б и 2=6, то 
2—0 

Термометр показывает 0 (нуль). 

3. Возьмем задачу об учениках, играющих в мяч (см. конен пре- 
дыдущего 5); ее ответ #=@4—5; при а=5 и 6—5 получаем х-==0, 
т.-е. не осталось ни одного ученика. 

4. Разберем, наконец, задачу о ирямоугольном поле (длина его. 
а м, ширина на 6 м меньше; определить ширину). И ее ответ 
1=4—6. Пусть, напр., а=8, 6=8; тогда искомая ширина 1==0. 
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Но эта задача при а==0, очевидно, невозможна, так как не мо- 
жет быть такого прямоугольного поля, которое бы не имело ширины. 

Из разбора`этих задач видно, что выражение а —6 имеет смысл 
и при а=6; оно показызает тогда, что искомая величина при данных 
условиях вопроса отсутствует вовсе и отсутствие ее, выраженное 
знаком 0, мы будем называть нулевым значением величины. Отеюда 
же видно, что не всякая величина в задаче может иметь нулевое 
значение. 

$ 16. Относительные числа. Их абеолютная величина. — Положи- 
тельные и отрицатольные числа, а также нуль называют иногда 
относительными числами. Всякое положительное или отрица- 
тельное число мы можем представить себе состоящим из единиц 
одинакового с ним знака и их долей; напр., число -|-8 содержит 
8 положительных единиц, число —5 содержит 5 отрицательных единиц. 
Число, показывающее, сколько именно заключается в данном относи- 
тельном числе одноименных с ним единиц и их долей, называется 
абсолютной величиной этого алгебраического числа; напр., абсолют- 
ная величина чисел --8 и—8 есть 8 едипиц; абсолютная величина 
чисел -|- 23/, и— 23/, есть 23/,. 

& 17. Сравнительная величина относительных чисел. — Из двух 
положительных чисея мы считаем большим то, у которого абсолют- 
ная велчина больше: напр.,-|- 10 больше, чем |8. Кроме того, всякое 
положительное число считается более нуля. 

Для сравнения же отрицательных чисел между собою и с другими 
числами нужны новые условия; они сейчас и будут указаны. 

С этой целью рассмотрим такие два ряда разностей: 


5 1—4 5— 6—=—1 
5—3—2 5— 8——3 
5 4—1 5 9——4 
5—5=0 Бит д 


В первом ряду уменьшаемое одинаково, & вычитаемое все возра- 
стает; разность, как известно, при этом уменьшается. 

Во втором ряду уменьшаемое также одинаково с первым, а вычи- 
таемое продолжает возрастать. Уменьшается ли при этом разность, 
мы не можем сказать, пока не определили, которое из чисел: 
—1,—2, —3,... мы будем считать большим и которое меньшим. Но 
если мы хотим, чтобы и в этом случае сохранилось прежнее свойство 
разности (т.-е. чтобы с возрастанием вычитаемого разность продол- 
жала убывать), то должны условиться считать, что — {1 меньше 0; —2 
меньше, чем —1;— 3 меньше, чем —2, ит. д. Итак, вообще: 1) вея- 
кое отрицательное число считается меньше нуля; 
2) из двух отрицательных чисел то считается мень- 
шим, у которого абсолютная величина больше. , 

Если мы расположим числа в ряд сообразно их величине, то 
получим ряд, вроде следующего: 


Е тормоз па 
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Этот ряд можно продолжать как угодно далеко как в сторону воз- 
растаютуих чисел, так и в сторону убывающих чисел. 

Ряд относительных чисел можно изобразить наглядно следующим 
образом. Возьмем на прямой линии (черт. 1) произвольную точку, и 


о -2е +3 1& +5 
Черт: 1. 


пусть она соответствует числу 0; отложим от нее вправо произволь- 
ный отрезок, принимаемый за единицу длины, и пусть его конец 
соответствует числу -|- 1; от этой точки отложим вправо еще такой 
же отрезок, и его конец пусть соответствует чиелу--2, и т. д; 
откладывая такие же отрезки влево от первоначальной точки, полу- 
чим ряд точек, которые пусть соответствуют отоицательным числам: 
—1, —2, ит. ц. 

При таких условиях на нашей прямой мы можем всегда отыскать 
точку, соответствующую заданному числу, положительному или 
отрицательному, целому или дробному. 

Еслая мы будем называть целые числа одно за другим, переходя 
от меньшего к следующему большему, то такой счет называется 
прямым счетом, или присчитыванием единиц; если же мы 
будем называть эти числа, переходя от большего к следующему 
меньшему, то такой счет называется обратным счетом, или 
отсчитыванием единиц или, иначе присчитыванием в 0б- 
ратном направлении. 

Напр., присчитывая к числу— 3 пять единиц, мы считаем так: 
— 2, —1, 0, + 1,--2. Если же нужно от числа — 3 отечитать 4 еди- 
ницы, то счет ведется так: 4, —5,— 6, Г. 

При наглядном изображении чисел на прямой линии (черт. 1) 
прямому счету соответствует, очевидно, перемещение вправо по пря- 
мой, а обратному — перемещение влево. 


ГЛАВА ПИ. 


Сложение, вычитание, умножение и деление относительных чисел. 


$ 15. Сложение. — Поежде, чем выводить правила деиствий над 
относительными числами, мы должны уяснить себе каждый раз, какой 
емысл мы будем приписывать разбираемому действию, если данные 
пля него числа могут быть не только положительными, но и отрица- 
тельными. 

Чтобы установить смысл сложения относительных чисел, рас- 
©мотрим задачу, которая (для положительных значений входящих 
в нее величин) решалась бы по формуле х—=@а-- В, напр., такую: 

Пешеход идет по шоссе в правую сторону от некоторою телераф- 
но столба; сперва он прошел @ метров, зитем еще © м; в скольких 
метрах вправо от столба он находится? 


Отв.: х=—а-Е В 


По смыслу зацачи видно, что мы вводим условия: движение 
вправо считать положительным, и соответствующие числа сопрово- 
ждать знаком или писать вовсе без знака, а движение влево считать 
отрицательным, и соответствующие числа сопровождать знаком — 1). 

Если а и В — числа положительные, то и результат, очевидно, 
положительный. Изобразим этот случай наглядно для значений @ ==5, 
6=2, тогда =5-|-2==17 (метров). 


А вс 
—-——. 
Черт. 2. 


Пусть данная прямая (черт. 2) изображает шоссе, точка А — те- 
леграфный столб. Возьмем теперь произвольный отрезок, который 
будет изображать метр; отложим его пять раз вправо от точки 4 
и конечную точку назовем Б; потом отложим его еще два раза вправо 
от точки Б и полученную конечную точку назовем 0. Тогда отре- 
зок АВ выражает передвижение на 5 м вправо, отрезок ВО — еще 
на 2 м вправо; в конце передвижения пешеход находится в точке С, 
отстоящей в 7 метрах от А. 

Пусть теперь а-—=5, 6=—— 2; т.-е. пешеход передвинулея сперва 
на 5 м вправо, а затем на 2 м влево. Очевидно, после этих передви- 
жений он находится в 3 м вправо от столба; условимся теперь 
получаемый в задаче ответ считать во всех случаях 
суммою данных чисел; тогда мы должны написать, что 


5+ (—2) 35) 


Это же самое обстоятельство можно изобразить наглядно, если 
на данной прямой (черт. 3) отложить прежний отрезок 5 раз вправо- 


7: 
оса 


Черт. 3. 


от точки А до точки Г, а затем отложить тот же отрезок влево два 
раза до точки (; как видно, точка С отстоит от А на 3 м вправо. 


Г) Очевидно, от нас завиеит, какое направление считать положительным и 
какое отрцательным; но раз сделав выбор, мы должы сохранить его неизменным 
во все времи решения вопроса. 

2) При действиях с относительными числами следует отличать те знаки -- и —, 
которые обозначают действия, от тех, которые обозначают противоположные 
значения величин; это облегчается тем, что положительное число изображается 
обыкновенно без зпака, и отрицательное при действиях над ним заключается 
в скобки вместе со знаком; скобки эти могут быть опущены тогда, когда от про- 
пуска их не возникает недоразумений, вапр., если отрицательное слагаемое стоит 
на первом месте: вместо ( — 2)-- 5 можно ваписать —2-|- 5. 

Удобно также знак числа, в отличие от знаков деиствий, писать сверху числа,. 


напр., 4, 7 вместо +4, —%5 +2 вместо 5+ (—2), 5—2 вместо Б— (—2); но 
этот способ неудобен в применении к дробям, и потому предыдущий является, 
более распространенным. 


ро 


Пусть далее «—=—5, 6=2, т.-е. пешеход прошел сперва 5 м 
злево, а затем 2 м вправо. Отложим от точки А (черт. 4) выбранный 
нами отрезок влево 5 раз, а затем от полученной таким образом 
точки В вправо два раза до точки (О. Очевидно, точка С’ лежит 
в 3 М влево от точки А, т.-е., согласно принятому уеловию, рас- 
стояние пешехода от столба=—3 м; это число мы условимея 
называть суммою данных значений а и 6; поэтому пишем: 


ве д 


Черт. 4. 


(5 -2=—3 


Пусть, наконец, «==— 5, == — 2, т.-е. пешэхой прошел сперва 
$ метров влево, а затем еще 2 метра влево. Отложим от точки А 
(черт. 5) выбранный отрезок 5 раз влево, а от полученной таким 
образом точки В тот же отрезок еще два раза влево. Найденная 
точка С лежит, очевидно, в 7 метрах влево от А, т.-6. расстояние 
пешехода от столба равно —7 м. Выражая, что это число мы усло- 
вились называть суммою данных значений 4 и 6, найдем 


с в р: 
—р.——-— 


Черт. 5. ы 


(-9-+(—2=—7 


Сравнивая теперь все разобранные случаи, мы можем установить 
следующее определение сложения в алгебре: сложить два чиела все 
равно, что к первому из них присчитать в указанном 
направлении все единицы (или доли единиц) второго 
числа 1). 

Из этих же примеров выведем и правило сложения; для этого 
сопоставим результаты, полученные нами во всех случаях: 


5-2 = 7 
54 (—2)= 3 
ео 


(—5)-Р(—2)=— 7. 


Обратим внимание сперва на то, как составляется абсолютная 
величина суммы из абсолютных величин слагаемых; очевидно, что 
в первом и в последнем случае абсолютная величина суммы (7) полу- 
чилась из абсолютных величин слагаемых (5 и 2) при помощи ело- 
жения, во втором же и в третьем случае абсолютная величина суммы (3) 
получилась из тех же абсолютных величин слагаемых при помощи 
вычитания. Что касается знака суммы, то яспо, что в первом и в 


1) Направление, очевидно, указывается знаком числа. 
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последнем случае знак суммы одинаков со знаком обоих слагаемых, 
а в остальных случаях (когда у слагаемых разные знаки) знак суммы 
одинаков 0 знаком слагаемого, у которого абсолютная величина 
больше. Ноэтому получаем следующее правило: чтобы сложить два 
числа с одинаковыми знаками (два положительных или иви 
отрицательных), нужно их абсолютные величины сложить, 
и поставить у результата тот же знак, что и у сла- 
гаемых; чтобы сложить два числа с разными знаками, 
нужно их абсолютные величины вычесть (по правилам 
арифметики), а затем поставить перед результатом знак 
того слагаемого, которое имело большую абсолютную 
величину. 

Заметим еще, что когда слагаемые имеют одинаковую 
абсолютную величину, но различные знаки, То само 
<0бою ясно, что в результате они дают нуль, например, 


12-1-(—12)=0. 


Определение сложения, выведенное нами, очевидно, может быть 
распространено и на случаи, когда вместо двух чисел будут склады- 
ваться несколько; разница будет лишь в том, что, присчитавши в 
указанном направлении к одному числу все единицы или доли дру- 
гого числа, мы потом к полученной сумме должны присчитать в ука- 
занном направлении единицы или доли третьего числа, и т. д. 

Сумму нескольких чисел, очевидно, можно найти по правилу, 
выведенному для сложения двух чисел, складывая данные слагаемые 
то порядку; но мы выведем иное, более простое правило, и для 
этого возьмем такую задачу: 

В школу поступило за первый месяц @ Учеников, за второй Ь, за 
зпретий с и за четвертый @ учеников. Сколько всею поступило учеников 
34а все четыре месяца? 

Очевидно, число учеников, поступивших в школу за четыре ме- 
сяца, будет а |- 5-- са, при чем мы считаем, что положительные 
значения букв а, 6, си 4 выражают, действительно, число поступив- 
их учеников, а отрицательные — число выбывших. 


Нусть напр.: @==38, 6 = —1, с—=-—_3, 4==5; тогда 


2—38 + (—1)--(—)-5. 


Но по смыслу задачи ясно, что в этом случае за первый месяц 
з школу яобтумило 38 учеников, за второй выбыло 1, за третий выбыло 
3 и за четвертый »оступило 5, и мы можем решить задачу так: сна- 
чала узнаем сколько поступило учеников за первый и четвертый ме- 
сяц: 38 | 5—=43; потом найдем, сколько выбыло за второй и третий 
месяцы: 7--3==10, и наконец вычислим, насколько окончательно 
увеличилось число учеников школы: 43 --10—33. Таким образом мы 
нашли, что в этом случае 


=38 (НЗ 5=33. 
Пусть теперь: &=—— 12, 6==6, с=— 18, 4==29; тогда 


ж—=(— 12) 6+ (18) |-20. 
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Смысл задачи теперь таков: в первый месяц из школы выбыло 
12 учеников, во второй поступило 6, в третий выбыло 18 и в четвер- 
тый хостунило 20. Мы решаем ее так: сначала находим, сколько уче- 
ников поступило за второй и четвертый месяц: 6 20—26; потом 
узнаем, сколько выбыло учащихся за первый и третий месяц: 
12-|- 18==30; и наконец вычисляем, на сколько уменьшилось общее 
число учеников школы: 30 —26-—4. Так как число выбывших уче- 
ников и вообще число, которое обозначает уменьшение количества 
учащихся в школе, мы выражаем отрицательными единицами, то мы 
имеем в данном случае ответ: х=— 4, т. е. 


(12 + 6-18) 20=— 
Пусть, наконец, все слагаемые имеют одинаковые знаки, напр.: 


а, Ире б, о 1 
или: а—=—-8, 6——5, е—=—12, @=--1. 


В первом случае ясно, что достаточно будет сложить вс9 числа: 
я=8- 5412 1=26, 


а во втором соображаем, что в сущности в каждый месяц ученики 
выбывали из школы, и подсчитываем, сколько всего выбыло учащихся: 
85-12 1=26; а так как число выбывших учащихся обозна- 
чается у нас отрицательными единицами, то имеем в данном случае 
результат — 26, т.-е. 


2—(—8)-НС-9-С-12-(-0=—26 


Рассматривая теперь все разобранные случаи, мы можем соста- 
вить следующее правило: чтобы еложить несколько чисел 
с одинаковыми знаками, нужно их абсолютные вели- 
чины сложить и поставить знак, общий всем слагае- 
мым; чтобы сложить несколько чисел, е разными знз- 
ками, нужно сложить положительные и отрицатель- 
ные слагаемые отдельно, а полученные результаты 
сложить по правилу сложения двух чисел. 

8 19. Основные свойства суммы. — В арифметике нам были из- 
вестны следующие основные свойства суммы нескольких чисел: 1. от 
перемены порядка слагаемых величина суммы не ме- 
няется (переместительный закон сложения), и2. чтобы 
прибавить к какому-либо числу сумму нескольких 
слагаемых, можно прибавить последовательно кза- 
ждое слагаемое (сочетательный закон сложения). 

Проверим на частных примерах, остаются ли эти свойетва спра- 
ведливыми и для алгебрической суммы. 

Возьмем, напр., три числа:— 25, 40 и—1 и сложим их в различ- 


ных порядках: 
([—25) 40-5 (—- = 
(—25)+(—7)-40=8 
(—-7(— 25) 40—=8, ит. д. 


Для проверки второго 
сумму чисел —12 и 49. 


Очевидно, первое свойство имеет место. 
возьмем, напр., число—18 и прибавим к нему 


= ПЕ 


Теперь прибавим к Числу —18 сперва первое слагаемо 
к полученному результату второе слагаемое 40: 
{— 18) Е (— 12) 40 = {— 30) -|- 40 =10- 


опыта мы можем 
бы числа мы пи 


вен о. 9 


Очевидно, и второе свойство справедливо. Из 
убетиться, что эти свойства имеют место, какие 
брали для сложения 1); выразим их в виде общих формул. 

Пусть, напр., а, 6 и с суть какие угодно числа положительные 


или отрицательные, тогда имеем 


№ арб е==а-е- == -ре-а=... 
2. 1 (6-е) =а-6-- в ит. п, 


и точно такие же равенства можем написать и при Л 
гземых. 

$ 29. вычигание. — В арифметике мы определяем смысл вычи- 
тавия следующим образом: вычесть из одного числа другое 
значит найти такое число, которое, будучи сложено 
со вторым из них, дает в результате первое. Это опреде- 
ление, как сейчас увидим, может быть сохранено и В алгебре; только 
при слове «сложить» будем подразумевать: «по правилу алгебраиче- 
свого сложения». 

Чтобы пояснить это, а затем вывести правило выч 
паем по тому способу, который был применен при 
жения, 

Выберем какую-нибудь задачу, которая решалась бы вычитанием, 
напр., такую: \ребец проплыл в лодке ® метров вправо от*пристани; от 
плыв от этою места еще на некоторое расстояние › он остановился в 
а метраж вправо от пристани. Сколько метров он проплыл и в какую 
сторону? 

Условимся, как и раньше, считать перемещецие вправо положки- 
тельным, а влево — отрицательным, и составим формулу решения за- 
дачи (сперва для случая, когда а и Ь— числа положительные). 

Очевилно, искомая формула такова: д=а— 6. 

Если а и В— числа положительные, то мы можем вычислить зча- 
чение ответа при каких ‘угодно значениях @ и $, применяя условия, 
принятые нами выше (в 8$ 16 и 16). ` 

Изобразим результат ваглядно для случая, когда 


а=5, 6==3; 
&—65—3==2. 


юбом числе сла- 


итания, посту 
разборе село- 


') Мокно уетановять при помощи рассуждений, что основные свойства сло- 
жения и других действий должны иметь место для любых чисел. Но пока 
для нас достаточно обнаружить справедливоеть этих свойств из опыта на частных 
примерах. 
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3 Льбедивлев. Руководство алгебры, ч- 5 


Пусть точка А (черт. 6) изображает нашу пристань; отложим от 
пее вправо три раза произвельный отрезок, выражающий метр 
(до точки Р), а затем найдем таким же образом точку С, отстоящую 


ис 
——_ р. 


Черт. 6. 


р 5 метрах вправо от 4; очевидно, для того, чтобы из точки В по- 
пасть в С, гребцу придется проехать 2 метра вправо, как опо и еле- 

дует по смыслу ответа. 
Пусть теперь @=5, 6 —=— 3; найдем ответ по смыслу задачи и, 
согласно принятому порядку, назовем его разностью данных чисел. 
№ БА С 


—— 


Горн 2 


По смыслу задачи гребец сперва У одитсл в трех метрах влевс 
от пристани, обозначенной на чертеже 7 буквою А (а именно, в точке 
В, если откладываемый нами отрезок изображает один метр); а затем 
он передвигается в точку О, расположенную в 5 метрах вправо от 
пристани. Пройденное им в правую сторону расстояние, очевидно, 
равно 8 метрам; это число мы назовем разностью данных чисел 5 и—З и 


следовательно напишем: 
5—(—3)=8. 


Пусть теперь а=— 5, 6=—=—3; в этом случае гребец сперва на- 
ходился в трех метрах влево от пристани, т.-е. в точке ДВ (черт. 8), 


В А ь 
ее ве 
Черт. 8 


а затем оказался в 5 метрах влево от пристани — в точке С. Для того 
чтобы попасть из Вв С, он должен был проехать 2 метра влево; еле- 
довательно, х==— 2. Выражая, что это число мы считаем разностью 
данных, мы напишем: 


(— 5) — (— 3) =— 2. 


Пусть наконец, ва=—-5, 6—3. В этом случае гребец сперва иаз- 
ходилсл в В (черт. 9), т.-е. в 3-х метрах вправо от пристани, а затем 


С р... 
о а 


Черт. 9. 


передвинулея в С, т. е. находился в 5 метрах влево от пристани. Оче- 
видно он переместился влево на 8 метров, т. е. х=— 8, и подобие 
предылущему имеем 

(—5)—3=— 8. 


Теперь мы видим, что общая формула х==«а-—6 при указанных 
условиях может быть распространена на вее случаи решевия нашей 
задачи, т.-е. на все значения а и $ (как положительные, так и отри- 
цательные). Какой же смысл имеет такое вычитание? 

Чтобы объяенить этот смысл, обратим внимание на условие нашей 
задачи и заметим, что соглаено ему гребец проплыл сперва 6 метров 1) 
затем еще неизвестное число метров (5 метров}, и после этого ока- 
зался в а метрах от пристани; другими словами, если в числу В 
прибавить {по правилам алгебраического сложения) 
неизвестное =, то получится число а, или 


6 |- —=а. 


Итак, мы искали такое число, которое будучи сложено © данным 
числом $, давало бы в сумме другое данное число а; но то действие, 
посредством которого мы нашли искомое число х, мы называли вычи- 
танием; поэтому можем условиться (как и в арифметике), что вы- 
честь из одного чпела другое значит найти такое новое 
число, которое, будучи сложено со вторым из них, 
дает в результате пефвое. 

Выведем теперь в гозможно кратком виде и правило вычитания. 
Для этой цели выпишем сперва полученные нами во всех частных 
случаях результаты: 

5—3= @ 
4-5 —(—9=—2 
(—5) —3==— 8. 


По так как мы, с другой стороны, пользуясь правилом сложения 
можем написать: 


ее 
Ен + 

р 2—4 58 
=— 8 ЕЕ (— 5} - ( 3), 


то наши равенства могут быть выражены в таком виде: 


58—54 (—3)=2 

5 банды б 8-8 
(—5)—(—-9=(<-9-- 
([—5—8=( 5-Е 


Рассматривая первую и последнюю строчку, мы замечаем, что 
вычесть положительное число — все равно, что прибавить отрицатель- 
ное с той же абсолютной величиной; а рассматривая средние строчки 
(вторую и третью), замечаем что вычесть отрицательное число — все 
равно, что прибавить положительное с той же абсолютной величиной. 
Выражая оба эти вывода вместе, можем сказать Так: вычесть ка- 
кое-либо число — все равно, что прибавить число с та 


1) Мы не прибавляем куда: вправо или влево, так как направления эти указы- 
ваются знаком числовых значений 0, х и а. 
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кой же абсолютной величиной, но с противоположным 
знаком; а поэтому можем установить такое правило вычитания: 
чтобы вычесть из одного чнела другое, достаточно у второго 
переменить знак и новое число прибавить к первому 
(по правилу алгебраического сложения). 

Правило это, как видно из предыдущего, может быть применяемо 
во всех случаях вычитания; но само собою яено, что в случае вычи- 
тания положительного числа из положительного проще всего вычис- 
лять разность непосредственно: или по правилам арифметики (когда 
уменьшаемое больше), или согласно условиям, принятым нами выше 
в 5$ 15 и 16 (когда уменьшаемое меньше вычитаемого или равно ему). 

Алгебраическое вычитание обладает тем же основным свой- 
ством, что и арифметическое, а именно: чтобы вычесть сумму 
нескольких чисел, достаточно вычесть последова- 
тельно каждое слагаемое. 

Проверим это па частном примере. Пусть нужно из чнела б вы- 
честь сумму чисел 5 и— 3; производя действия, найдем: 


в — 15-2 (—3)=6—2=4. 


Вычтем теперь из б сперва первое оаеномодф 5, а мз получен- 
ного результата второе слагаемое 3; получим: 


6—5 —(—3)=1—(—)==4. 


т.-е. указанное свойство вычитания имеет место. Из опыта можем 


убедиться, что свойство это справедливо для любых чисел; выражая 
его в виде общей формулы (для случая двух слагаемых), имеем: 


а— (6-е) =а—Ь—с. 


Подобным же образом выражается опо и для любого числа сла- 
гаемых. р 
8 21. Умножение. Возьмем такую задачу: 10630 окелезной дорош 
в настоящий момент находится иа станции и проходит каждый час 
# километров, направляясь вправо от иег. На капом расстоянии вправо от 
станции он будет через & часов? 

Искомый ответ 3—9, при чем мы полагаем сперва, что фи 
суть числа положительные, а вместе с тем и результат умножения, 
очевидно, положительный. Изобразим этот случай наглядпо, полагая, 
напр., е=30, $==5; тогда $=30.5 —150. 

Пусть данная прямая (черт. 10) изображает линию железной до- 
рогн, точка 4 -- станцию. Возьмем пронзвольный отрезок, выражаю- 


— 
А РВ 


0 30 120 
Черт. 10. 


щий расстояние, проходимое поездом в каждый час, т.-е. 30 хи, от: 
ложим этот отрезок пять раз вправо от точки А и найдем таким 
образом точку В, отстоящую от А вправо на расстояние, равное 150 кл 
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(стрелка на чертеже здесь и далее обозначает направление движения 
поезда). 

Будем теперь придавать количествам © и # не только положи- 
тельные, но и отрицательные значения; будем в каждом случае ре- 
тать задачу по ее смыслу и условимся всякий раз называть полу- 
ченный нами ответ — произведением данных чисел. 

Пусть, напр., 2==— 30, #==5, т.-е. поезд двинулся со станции 
влево со скоростью 30 хм в час; спрашивается, где он будет спу- 
стя 5 часов? 

Очевидно, он будет находиться в 150 км влево от станции; 
чтобы изобразить этот случай наглядно, нам придется от точки А 
(черт. 11) отложить прежний. отрезок пять раз влево, и получим 
точку В, отстоящую от ДА влево на 150 хм. 


О 


150 306 
Мера 


Но так как расстояния, считаемые влево, выражаются у нас от. 
рицательными числами, то имеем в данном случае ответ: $ = — 150; 
мы условились называть этот ответ произведением данных чисел, 
поэтому пишем; - 

({—30)-5 = — 150. 


Пусть теперь о—30, {—=-—56; чтобы истолковать задачу в этом 
случае, припомним, что положительные значения { обозначали про- 


промежутки времени, считаемые вперед от настоящего момента; 
поэтому отрипательные значения $ будут обозначать промежутки вре- 
мени, считаемые назад от настоящего момента, и задача принимает 
такой ви в настоящий момент поезд находится на станции; где оп 
был 5 ч{сов тому назад, если он двигалея вправо фо скоростью 
30 хм в час? 

Очевидно, поезд пришел на станцию с левой стороны; чтебы 
изобразить, где он находился 5 часов тому назад, нам придется от 
точки 4 (черт. 12) отложить выбранный нами отрезок пять раз 


-—> 

г Е“ 

150 30 0 
Черт. 12. 


влево, и мы найдем искомую точку В в 150 хи влево от 4. Таким 
образом, м злесь имеем ответ $ =—150: называя это число произве- 
дением данных чисел, мы можем написать: 


30-2 в) = = 60 


Пусть, наконец, о== — 80, & —=— 5; задача принимает такой вид: 
в настоящее время поезд находится на станпии; где он был 5 часов 
тому назад, если он двигался влево со скоростью 30 км в час? 
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Очевидно, в этом случае поезд прибыл на станцию с правой 
стороны; чтобы изобразить, где он был 5 часов тому назад, мы 
должны будем от точки А (черт. 13) отложить прежний отрезок пять 


=—— 

А Е: 
Е О 
0 36 150 
Черт. 18. 


раз вправо, и таким образом найдем искомую точку В в 150 хи 
вправо от А. Итак, мы нашли ответ $—-|-150; согласно нашему 
условию, это число является произведением данных чисел, т.-е. мы 
получаем: 

{— 30)-(—5)=-+ 150. 


Постараемся теперь установить, какой смысл имеет умпожение 
относительных чисел. 

Припоминаем, что в арифметике умножить на целое число зна- 
чит данное нам множимое повторить слагаемым столько раз, сколько 
во множителе единиц. Это определение, очевидно, вполне годится 
для первого и второго случая нашей задачи (когда множитель остаз 
валея положительным). В самом деле, в первом случае умножит 
30 на 5 —вее равно, что число 80 повторить слагаемым 5 раз: 


30-5=30 | 30 -- 30-- 30 30 = 150. 


Это видно на чертеже 10: мы выбрали произвольный отрезок, 
выражающий скорость поезда (30 вер. в час, считая вправо), 
и откладывали его пять раз в том же направлении. 

Во втором случае умножить — 30 на 5 все равно, что — 30 взять 
слагаемым 5 раз: 


(—З0ьяС ЗО С ВО ССВ Е 150, 


п по чертежу 11-му видно, что в этом случае мы брали отрезок, 
выражающий скорость поезда (30 вер. в чае, считая влево), и от- 
кладывали его 5 раз в том же направлении. 

Но не то будет в третьем случае. Скорость поезда (как видно 
на черт. 12) была в этом случае направлена вправо, но мы желали 
узнать, где был поезд 5 часов тому назад, и потому откладывали 
выбранный нами отрезок 5 раз в обратном направлении, 
влево; иначе говоря, у данного нам числа 30 мы переменили 
знак и новое число —30 повторили паять раз слагаемым: 


30-(—5)=(— 30) { (— 30) --(<— 30) -| (— 30) + (— 30) =— 150. 


Точно так же и в четвертом случае скорость поезда (черт. 13) 
была направлена влево, но мы желали узнать, где был поезд 5 ча- 
сов тому назад, и потому откладывали данный отрезок паять раз 
в обратном направлении, вправо; иначе говоря, у данного 
нам числа —30 мы переменили знак и полученное число - 30 
повторили 5 раз слагаемым: 


(—30)-(— 5) =30-- 30 30-Е 30 1-30 = 150. 
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Расематривая эти два последних случая, мы можем сказать, что 
умножить на отрицательное целое число — все равно, что переменить 
У множимого знак и с измененным знаком повторить его слагаемым 
зтолько раз, сколько единиц во множителе; или короче — данное 
множимое повторить указанное число раз не слагаемым, 
а вычитаемым. 

Раесматривая вместе все 4 случая, мы могли бы установить 
определение, что перемножить два числа значит взять 
первое из них слагаемым или вычитаемым столько 
фаз, сколько в другом единиц; но это определение будет 
неполным, так как оно будет годиться лишь для тех случаев, когда 
мы множим на целое число. Поэтому надо рассмотреть еще такие 
юлучзи, когда множитель будет дробный. 

Пусть в той же задаче (ем. стр. 36) 2==30, #—=7/.; это случай, 
известный из арифметики, и $—=30.2/, — 20. 

Пусть о —= — 30, #—?|., т.-е. поезд движется влево со скоростью 
30 км в Час; где будет он находиться через ?/, часа? 

Очевидно, в 1/, часа поезд пройдет 30:3, т.-е. 10 км влево, 
а в ?/, часа он пройдет 10 Ж2, т.-е. 20 км влево; называя получен- 
ный ответ произведением данных чисел, можем написать, что 
{— 30)-2/, =— 20. На чертеже это можно изобразить так: данное 
там расстояние АБ (черт. 14), представляющее скорость поезда в час 


< 
В С А 
———_ж 
30 20 0 
Черт. 14. 


{30 ки влево), разделяем на три равные части и отсчитываем две 
таких чаети влево ог 4; получим точку (©, расстояние которой от 
А —— 20. 

Пусть © =30, {——?/.; тогда з==30-(—?/.). 

Отклапываем от А (черт. 15) вправо данное расстояние АВ=30 кл. 
затем делим его на три части и, следовательно, узнаем, что в 1/; ча- 


К А Г В 
20 0 10 30 


Черт. 15: 


еа поезд проходит расстояние АС, равное 10 хм. Но мы желаем 
узнать, где он был 1/, часа тому назад @==— ?|.); поэтому расстоя- 
ние 40, равное 10 хм, нужно отложить два раза в обратную сторо- 
ну, и получим точку К, отстоящую от А на 20 км влево; следова- 
хельно, мозкем написать: 


30-(— 2/,) =— 20. 


Наконец, пусть о—=— 30, #——2/., 8=(— 30).(— ?/.). 
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Откладываем от А (черт. 16) влево данное расстояние АВ=30 кл 
и разделим его на три части; тогда расстояние АС==10 хм выра- 
жает, сколько пройдот поезд в 1/. часа. Но мы желаем узпать, где 


Черт. 16. 


он был ?/, часа тому надад ({=—— ?/.), следовательно, расстояние 
АС нужно отложить два раза в обратную сторону (вправо); флу- 
чим точку К, отстоящую от А ва 20 км вправо, т,-е. 


(—30)-(— = 20. 


Разбтрая эти четыре случая вместе, можем сказать, что умно- 
жить на дробь значит от данного числа найти ука- 
занную долю и затем ее повторить слагаемым или 
вычитаемым данное число раз, поэтому мы можем допол- 
нить сделанное выше определение и условимся говорить так: 


Перенножить два чпела значит первое из них целиком 
или указанную долю его повторить слагаемым пли 
вычитаемым данное число раз. 

Сопоставим теперь результаты, полученные нами после каждосо 
умножения, и обратим внимание на их знаки: 


30-5 = 150. ‚30.2/ = 20 

"о т (— 30)-2/. =—20 
О-о ме 30-(—2/.}== —20 
(— 30)-(—-5) = 150 (30). 20 


Легко заметить, что знак плюс получается у произведения (нер- 
вая и последняя строчка) в тех случаях, когда множимое и множи- 
тель или оба положительны, или оба отрицательнь, т.-6е. когда 
у них знаки одинаковы; а знак минус получается тогда, когда мно- 
жимое положительно, а множитель отрицателен, или наоборот, т.- е... 
когда у сомножителей знаки разные. Теперь нетрудно вывести 
и следующее правило умножения: 


Чтобы перемножить два чиела, пужно перемножить их 
абсолютные величины, а знак определить но следую- 
щему правилу: если у данпых чисел знаки одинако- 
вые, то у результата будет знак плюсе, а еели разные, 
то минус. Если нужпо перемножить несколько чисел, то под про- 
изведением их, как и в зрифметике, будем понимать то число, кото- 
рое получится, если помножить первое на второе, затем полученное, 
число на третье и т, д. 

Очевидно, что произведение многих чисел может быть найдено 
по выведенному нами правилу, если вычислять это произведение по 
порядку; но мы сейчас увидим, что применение правила может быть 
‘упрощено 


40 


В самом деле, вычислим по этому правилу такие произведения’ 


3..4.1.2.5==-|- 120 
3-4-(—1)-2-5=— 120 
3.(—-1-(-—0-2.5=--120 

8. (—4)-(— 1-2. (—-5) =— 120 

3- - 4). (—1) -(—2).(—5) = 120 
(-3) —40.([-1.С. (= 5)=— 120. 


Легко заметить, что знак произведения может быть определен 
сразу, а именно: если число отрицательных сомножите- 
лей четное; то у произведения будет знак-|-, а если 
нечетное, знак—. 

8 22. Основные свойства произведения. — В аосифметике мы зпа- 
ли, чго произведение нескольких чисел обладает тремя основными 
свойствами, а именно: 

1. От перемены мест сомножителей величина про- 
изведения не меняется (переместительный закон ум- 
ножения) 

2. Чтобы умножить какое-либо число на произве- 
ление нескольких чисел, достаточно умножить его 
последовательно на каждого из сомножителей (соче- 
тательный закон умпожения). 

3. Чтобы умножить сумму нескольких чисел на 
какое-либо число, достаточно умножить каждое из 
слагаемых отдельно на это число и попученные ре- 
зультаты сложить (фраспределительный закон умно- 
жения). ь 

Проверим на частных примерах, остаются ли эти свойства спра- 
ведливыми для произиедения относительных чисел. Возьмем, напр... 
три числа: 8—2 и—5 и перемножим их в различных порядках: 


‚> 8-(—2)-(—5)=80 
8 - (—5).(—2)=80 
Е (—5)\-8- (-—2) = 680, ит. д. 


Очевилно, первое свойство имеет место в данном случае. Для 
проверки второго возьмем, нанпр., число —5 и умножим его на про- 
изведение чисел — 3 и— 4: 


(— 5) . [(—- 3). (—4)] =(- 5). 12 =— 60. 


18 Теперь умножим число —б сперва на первого сомпожителя — 3, 
а полученный результат на второго сомножителя — 4; будем иметь: 


([—5)-<—3Э.<-9=15. (4) =— 60. 


Сравнивая полученные произведения, убеждаемся, что и второе 
свойство умножения справедливо. Для проверки третьего возьмем, 
напр., сумму чисел —10 и 2 и умножим ее на — 3: 


К— 10) +2) -<-Э=6-9.(-9=2. 


Теперь умножим каждое слагаемое порознь на— 3 и сложим по- 
лученные результаты. 


(— 10) - -З)--2. ([— 3) =30-Н С 6) =24. 

Очевидно и третье свойство справедливо. Из опыта мы могли 
бы убедиться, что свойства эти остаются справедливыми, какие бы 
числа мы ни брали для их проверки; выразим их теперь в ви ®тос- 
цих формул. 

Пусть нам даны три числа @, В и с (положительные или отрица- 
тельные); тогда первое свойство умножения выразится так: 


а-6-с—=а-с-6==6.с.а==.... ит. д. 


Выразим второе свойство, полагая, что число а нужно умножить 
на произведение чисел 6 и 6; получим: 


а- (6. =а-6-е. : $‘ 


$ 
Наконец, выразим третье свойство, полагая, что сумма чисел 
4 и 6 должна быть умножена на число с: 


(а-- В) - с =а-с-6- с. 


Подобным же образом могут быть составлены эти общие форму- 
лы и для любого числа сомножителей. 

$ 23. Деление. В арифметике мы определяем деление так: раз- 
делить одно число на другое значит найти такое но- 
вое число, которое, будучи перемножено со вторым 
из них, дает в результате первое (другими словами — по 
данному произведению и одному из сомножителей вайти второго 
сомножителя). 

Определение это, как увидим ниже, сохраняет свою силу и в 
алгебре, только слово «перемножить» будем понимать в алгебраическом 
смысле, так как данные числа могут, ведь, быть и положительными и 
отрицательными. Чтобы пояснить это, разберем решение такой задачи: 

Путешественник, деиаясь равномерно, будет находилться через 6 ча- 
-608 в @ километрах вираво от данною места. На сколько км вправо оп 
отледет от этою места через один с? 

Если @ и 6 числа положительные, то задача решается по фор- 
муле 1=—=4:ё. Изобразим эгот случай наглядно при @==15, 6 =3; 
оС оао). 

Отложим вправо от точки 4 (черт. 17), изображающей данное 
место, 15 произвольных единиц длины, изображающих километры, 


—> 
А С в_ 
0 5 10 15 


Черт: Ви. 


и получим точку В, нзображающую место, где находится путник три 
часа спустя. Через час после начала езды он успеет проехать только 
третью часть пути, т.-е. 5 хм (в правую сторону от 4) и приедет 
з место, изображенное наз чертеже точкою 0. 
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Будем теперь давать буквам @ и 6 отрицательные згачепил 
и распространим полученную формулу также и на эти случаи, при 
чем условимся каждый раз называть полученный ответ задачи частным 
от деления данных чисел. Пусть а==—-15, 6—3, т.-е. путешествеп- 
ник через три часа находится в 15 км влево от первоначального местз. 

Отложим от точки А (черт. 13) 15 единиц длины влево; тогда 
точка ВБ изобразит нам конечный пупкт пути, и мы видим, что дви- 


=— 


В С А 
о 
15 10 5 0 


> Черт. 18. 


жение направлено все время влево. Но черэз час путник проедет 
не 15 км ‚лево, а в три раза меньше, т.-е. 5 км, и приедет на место 
С, отстоящее от АД на 5 ки влево. Следовательно, ответ задачи 
равен —5, и так как полученное число мы условились называть 
частным данных, то имеем (—15):3 = 5. 
Пусть теперь а=—=15, Б—=—3, т.-е. путешественник три часа 
тому назад находился в 15 ям вправо от данного места. 
Отложим. 15 единиц длины вправо от точки 4 (черт. 19), изо- 
бражающей данное место, и видим, что путешественник двигался по 
== 
С в 


о 


5 0 5 10 15 
Черт. 19. 


направлению от полученной таким образом точки В п точке А, т.-е. 
влево, и должен был в течении каждого часа проезжать одну треть 
всего пути, т.-е. 5 км влево; место, в которое он приедет через час 
после настоящего момента, отстоит от А на 5 км влево и отмечено 
ма чертеже точкою С. 

Итак, ответ задачи снова равен — 5, т.-е. 15:(—3) =—- 5. 

Рассмотрим етце последний случай, когда а==— 15, 6—=— 3. 

В этоа№ случае задача обращается в такую: путешественник три 
‘часа тому назад находился в 15 ям влево от данного места; где он 
будет через час после настоящего момента? 

Отложим от точки А (черт. 20) 15 единиц влево до точки В и 
видим, что по условию задачи путешественник три часа тому назад 


Черт 201 : 


ой в В, а в настоящий момент в А и, следовательно, двигал- 
<я все время вправо; спустя час он проедет еще 5 км вправо, и 
место, где он будет находиться, отмечено на чертеже точкою С, от- 
стоящей от А на пять делений вправо. Следовательно, ответ зада- 
чи-|-5, и мы можем написать, что (— 15):(— 3) =-|-5. 
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Итак, формула решения задачи х==а:6 может быть распростра- 
непа на все значеная букв аи В как положительные, так и отрица- 
тельпые; рассмотрим теперь, каков смысл алгебраического деления. 

Заметим. что условие нашей задачи может быть изложено Иа 
гими словами так: Иутешественник, проезжая в каждый чае некоторое 
число километров, обозниченное букзою к, в зпечение 6 часов проехал а км, 
но если скорсеть его в час, т.-е. х км, помножьм на число часов 
пути (на 65), то, как известно из прелылушего, получим пройденное 
им расстояние (а); итгк, х:6==а, т.-е. х есть такое число, которое, 
булучи перемножено с одним из данвых чисел, дает другое данное 
чи“ло; но то действие, посредством которого находится это число, в: 
алгебре мы условились называть делением, а самое число — частным 
данных; поэтому можем сказать, как и в арафметико, что раздайить. 
одно чпело па другое значит найти такое новое число, 
которое, будучи перемножено со вторым из них, даст 
в результате первое. 

Рассмогрим теперь полученные в каждом из разбираемых случаев 
результаты, 


15 8 
(15:8 | 

оные рт 

(—15):(-)=+5. 


Легко видеть, что частное имеет знак -|-, когда у делимого и дели- 
теля знаки одинаковые и знак —, когда разные, поэтому можем ьь- 
вести следующее правило деления относительных чисел: 

Чтобы разделихь одно чнело на другое, нужно разделить 
их абсолютные величины, а знак поставить по еле- 
дующему правилу: если у данных чисел знаки одина- 
ковые, то у частного будет знак-, а если разные, то 
знак —. 

Бее предыдущее рассуждечие может быть применено и в том 
случае, когда делитель дробный; поэтому полученное нами правило, 
является общим. 

Заметим, что правило это может быть выведено и непосредствен- 
по из определения действия деления. 

Пусть, напр., мы должны разделить — 28 на 4; искомое частное 
есть такое число, которое будучи умножен› на делителя 4, даст в. 
результате—28. Очевидво, абсолютная величина частного должна быть. 
равна 7 (так как 7-4—28); знак же частного должен быть противо- 
положен знаку делителя (4), так как после перемвожения их 
должно получиться отрицательное чиело (—28). Итак, получаем: 


{— 28):4=— 71. 


Булем теперь делить 28 на-—4. Очевидно, знак Частного должев 
быть одинаков со знаком делителя (—4), так как после леремно- 
ження их должно получиться положительное число (28); абсолютная 
же величина чаетного попрежнему 7; получаем 


28:(—4)—=— 7. 
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Пусть теперь нужно разделить — 28 на— 4. Так как после перо- 
множения делителя (—4) на искомое число должно получиться отрицз- 
тельное число (— 723), то знак частного должен быть противопо- 
ложен знаку делителя; абсолютная величина частпого, очевидно, 
равна 7; п мы получаем 


({— 28):(—4) == 7. 
Наконец, если делимое и делитель оба положительпы, то п ре- 
зультат, очевидно, положителен: 


28:4 —-|-7. 


Сравнивая все четыре случая, мы видим, что пришли к прежним 
результатам. 

$ 24. Свойства деления. — Алгебраическое деление обладает теми 
зке основными свойствами, что и арифметическое, а именно: 

1. Чтобы разделить какое-либо число па произ- 
ведение, достаточно разделить его последовательно 
на каждого из сомножителей. 

2. Чтобы разделить произведение па какое-либо 
число, достаточно разделить на это число одного из 
сомножителей, и полученное частное помножить 
тоследовательно на остальных. 

3. Если делимое и делителя одновременно умно- 
жить или разделить на одинаковые числа, то ни абсо- 
лютная величина, ни знак частного не изменяются. 

Проверим это на частных примерах. Пусть, вапр., вужно разде- 
лить число 1200 на произведение чисел 5, —4 и — 3: 


у 1200:[5-(— 4)-(—3)==1200:60==20. 


Разлелим теперь 1200 на первого сомножителя 5, полученное 
число (240) на второго сомножителя —4, и новый результат (—60) на 
последнего сомножителя—3; будем иметь в частном снова 20: 


[(1200:5):С—4:(— 3] =20 


Сравнивая обе строчки, видим, что первое свойство имеет место, 
Для проверки второго возьмем, наир., произведение чисел 6, — |0 
м —3, и разделим его па 65. 

б.(— 10).(—3) _ 180 


5 = —36. 


Теперь разлелим на 5 одного из сомножителей, напр., число— 10, 
и полученный результат (—2) умножим последовательно на остальных 
<омножителей: 


ГВ р боже 
(57). 6<-9=6-2)-6.-9 86. 


Очевидно, и второе свойство и леет место. Дзя проверки третьего 
зозьмем, напр., частное чисел 60 и 10; 


60:(— 10) =— 6. 


Умножим делимое и долителя на какое-либо число, напр., на—3, 
п найдем частпое полученных чисел: 


{— 180):30 = 6 


Разлелим теперь прежних делимое п делителя на какое - либо 
чнело, хотя бы на 5, и найдем частное полученных чилел: 


а) = С- 


Очевидно, частное во всех случаях одинаково, т.-е. третье свой- 
ство деления имеет место. На опыте мы можем проверить, что эти 
свойства остаются справедливыми для любых чисел; выразим теперь. 
все эти свойства в виде общих формул. 

Пусть некоторое число чи требуется тазделить на произведение 
нескольких других: а, 6, с, ит. д. Тогда (для случая трех сомпожи- 
телей) первое свойство деления выразится так: 


т:абе— [(т:а): ]:е. 


Пусть теперь произведение нескольких чисел а, 6, с... требуется 
разделить на числе т. Тогда второе свойство можем выразить сле- 
дующим образом; 


абс: т—= (а: т) - бе —а. ($: т) - == аб - (с:т), 

пли так: 
абс _@а 
т т т И 


Пусть, наконец, дано частное двух чисел а и 6, и мы множим 
пли делам оба эти чиела на число 2. Тогда неизменяемость частного 
можем выразить так: 


а ОЕ а ТО, ам: 0 90, 
нли так: 
ат _@ ат _ а 


бт бот 6 

8 25. Правила действий с нулем. — При нахождении числовых: 
величин алгебраических выражений может случиться, что какая-нибудь. 
из входящих в данное выражение величин обращается в 0; поэтому, 
`на ряду с известными нам уже правилами действий над отрицатель- 
ными числами, необходимо вывести еще и правила действий © нулем. 

Так как нуль обозначает отсутствие данной величины, то можно 
было бы наперед сказать, что прибавить или вычесть ‘нуль—вее рав- 
по, что оставить без изменения то число, к которому мы прибавляем 
или от которого отнимаем этот нуль; этот результат получим сейчас 
из рассмотрения подходящих задач: 

1. Рабочий заработал в одну неделю @ 2у0., а в следуюиирю еще 
6 10. Сколько 046. заработал он за обе недели? 

Задача решается по формуле х=а--65; если мы желаем распро- 
странить эту формулу и на тот случай, когда одна из данных вели- 
чин обращается в нуль, ннпр., а==8, 6==0, то заметим, что в этом 
случае задача имеет такой смысл: рабочий в первую неделю зарабо- 
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тал 5 руб., а во вторую не имел никакого заработка; следовательно, 
он заработал всего 8 руб., это полученное число мы условимся ечи- 
тать суммою дэнных и находим, что 8-- 0—8. 

2. Пребец с лодкой остановился сперва в 6 м, а затем в а м вправо: 
от пристани. Сколько метров вправо он проехал? 

Задача решается по формуле х==а— 5; чтобы распространить ес 
на нулевые значения входящих в нее букв, положим сначала @==7,. 
$—0, т.-е., что гребец остановился сперва у самой пристани. а за- 
тем в 7 м вправо от нее; очевидно, что он проехал 7 м вправо; усло- 
вищея считать это число разностью данных и найдем 7 — 0—7. 

усть теперь а=—=0, 5—5, или а=0, 6—— 3, т.-е. гребец 
находится сперва в 5 м вправо от пристани, а затем очутился сперва 
У самой пристани, во втором же случае он был еперва в 3 м влево 
от пристани, а затем тоже оказался у самой пристани. Очевидно, что- 
в первом случае он должен был проехать 5 м влево, а во вто- 
ром—3 м вправо, и, называя каждый раз эти числа разностью дан- 
ных, будем иметь 0—5=—=—5, 0— (—3)—=- 3. 

Сопоставляя теперь полученные результаты, мы можем сказать, 
что прибавить нуль к данному числу или вычесть из 
иего нуль—все равно, что оставить это число без 
изменения; вычесть же данное число из нуля— все. 
равно, что переменить знак у вычитаемого, 

Возьмем теперь задачу, решаемую по формуле умножения, напр., 
такую: 

Пешеход проходи $ метров в минуту. Сколько метров пройдет он. 
в $ нинут? 


— Отв: $3==0& 


Если 0—0, т.-е. если пешеход не двигается с места, то и через: 
любое число минут пройденный им путь $ равен нулю; условимся 
называть этот результат произведением данных чисел, и, следователь- 
но, при любом значении # имеем 0 .-$—0. 

Ебщи #—=0, т.-е. если пешеход еще не тронулся с места, то прой- 
денный им путь, конечно, также==0; считаем этот результат произве- 
дением данных чисел, и потому при любом значении 9% имеем 9 - 0—0. 
Подобным же образом, если о—0 и #==0, то очевидно, и $=0, 
т.-е. 0-0—0. 

Итак, если в произведении двух сомножителей хоть 
один из них равен нулю, то и все произведение равно: 
нулю. Разумеется, то же самое снраведливо и относн- 
тельно какого-угодно числа сомножителей. 

Возьмем, наконец, задачу на деление: 

Пешеход прошел 8 метров, двиаясь равномерно сво скоростью ® мет- 
ров в минуту. Сколько минут он шел8 


9 
С — Отв. :#=——. 
Ф 
Чтобы распространить эту формулу па нулевые значения данных 


букв, примем сперва 5—0, т.-е. пешеход, идущий с некоторой ско- 
роетьо © м в минуту, не прошел никакого расстояния; очевид- 
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но, это возможно лишь тогда, когда он еще не двинулся с места, т.-е 
когда время его движения О 0; считая это число частньл 


0 
данных, находим, что про любом значении 9, не равном нулю — = 0 
: р 


сли о==0, то задача получает такой смыол: во сколько мину’ 
пешеход пройдет $ метров, не имея пикакой скорости, т.-е. ни: 
двигаясь вовсе. 

Очевидно, что задача в этом случае невозможна, так кат 
одержит в себе внутреннее противоречие, формула же привимаез 
здесь вид == т.е. мы ищем такое число $, которое, будучи по: 
множено на 0, давало бы в результате некоторое число $, отличное 
хот нуля; а мы только что видели, что всякое число, будучи помно- 
жено на 0, дает 0; следовательно, не существует такого числа кого- 
рое могло бы служить ответом на дачный вонрос. 

$ 0 

Если 0==0 и 5—0, то ЖИ задача принимает такой вид: 
через сколько минут пешеход пе пройдет никакого 
расстояния, если он не двигается с места. 

Очевидно, задача неопределенная, так как, если путентественнии 
не двигается с места, то и через 1 минуту, и через 2, через 3 ми.уты, 
и т. д. пройденное расстояние будет равно нулю; таким образом, 
ответ задачи может быть равен любому числу. Если мы назовем 
полученный результат частным данных чисел, то должны заключить, 


0 
го чзетное ие. может иметь любое значение, положительное, отри- 


цательное или нулевое. Это вполне согласуется с прежними выводами, 
так как всякое число, будучи умножено на 0, дзет 0. 

Заметим, что выведенные нами в предыдущих параграфах общие 
свойства сложения, вычитания и умножения остаются справедливыми 
и тогда, когда некоторые из чисел, данных для этих действий, обра- 
цаются в нуль; в этом легко убедиться на частных примерах. 

Но общие свойства деления не могут быть распространены па 
случаи, кога делитель обращается в пуль, так как тогла разбираьмые 
формулы становатся неверными или теряют смысл. В самом леле, 
пусть нам даны деламое а и делитель 6, отличные от нуля, частное 


а Е 
их обладает тем свойством (5 25), что при умножении или делении 


делимого и делитоля на одпо и то же положительное или отрицатель- 
но число 9 величина (частного) не меняется, т.-е. имеем: 


а ат а ат 
В бт Вт 


Если бы мы пожелали распространить нзши формулы на тот 
случай, когда т- 0, то увидели бы, что этого одельть вельза, Так 
как если т=0; то ат==0 и 6т=—0, и равенство 
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обращается в такоо: 
а 0 


И" 0. 


а 
а это неверно, так как частное 5 имеет определеыное числовое 


0 
значение, а застное -- может быть равно всякому числу. 
Равенство же 


при 7т=—=0 также пе имеет места, потому что в правой части ого 


а 
делимое обращается в -— и делитель в т.-е. ни делимое, ни дели- 


0 0? 
тель не могут быть выражены никакими числами, и формула теряет 
смыел. 


ОТДЕЛ Ш. 


Четыре‘ действия над буквенными выражениями 
и их приложение к решению уравнений. 


ГЛАВА 1. 


Предваригельные понятия. 


8 26. Сущность действий над буквенпыми выражениями. — Мы 
видели раньше ($3 1—2), что действия над буквами только обозначают- 
ся, а пройзводить вычисления приходится уже тогда, когда известны 
численные значения употребляемых нами букв; но мы могли также 
убедиться, что мы часто имеем возможность, обозначив действия, 
прелставить полученное в результате выражение в более простом 
виде, напр., вместо аб аб -- аб мы пишем 3946, вместо ж- т.т 
нишем 73, ит д. 

Поэтому в дальнейшем, когда мы будем говорить о действиях 
над буквенными выражениями, мы будем понимать их в том смыеле, 
что произвести какое-либо действие над буквен- 
пыми выражениями значит обозначить это действие 
и представить полученное алгебраическое выражо- 
ние в простейшем виде. 

Что касается числовых значений букв, входящих в разбираемые 
выражения, то мы р. предполагать их какими угодно (полозжитель- 
ными, отрицательными или нулевыми), за слелуюцтими двумя исклю- 
чениями: 1) показателя степени будем считать числом 
целым и положительным (так что, напр., в выражении с” 
количество с может принимать какие угодно числовые значения, а 
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‘;—-только целые и положительные), и 2) делителя будем счи- 
: а 
тать не равным нулю (так что, напр., в выражении -_ делимое 


а может принимать какие угодно значения, а делитель м — только 
положительные и отрицательные, но не нулевые). 

8 27. Поняхне об одночлене и многочлене. — Возьмем ряд вы- 
ражений: 


п 
а, ах, ах, *—2, ах, № —, 2. 
Ея 


Легко видеть, что первое из них не является результатом ника- 
кого действия, остальные же представляют результат какого - либо 
одного из действий сложения, вычитания, умножения, деления или 
возвышения в степень. 

Будем теперь различать алгебраические выражения слелуюцуим 
образом: те из них, которые представляют сумму или разность 
каких- либо чисел, будем называть мпогочленаии, остальные же т.-е. 
те, которые представляют произведение, частное, или стге- 
пень, или просто отдельные буквы, будем назызать одпо- 
членами. Очевидно, среди данных нам выше выражений многочле- 
нами будут следующие ах, а—х и х—2; остальные же будут 
одночленами. 8 

До сих пор мы брали только такие выражения, в состав которых 
входило не более одного действия; среди них легко было отличить 
одночлен от многочлена. Постараемся теперь распространить разде- 
ление на одночлены и многочлены и на такие выражения, которые 
содержат более, чем одно действие. С этой целью будем представлять 
себе всякое алгебраическое выражение, как результат того действия, 
которое выполняется в нем последним; напр., в выражении 46-66 
последнее действие есть сложение; поэтому будем рассматривать его, 
как сумму чисел аби 66, и оно будет мпогочленом: в выражении 
а-|-6—с последнее действие есть вычитание; поэтому представляем его 
себе, кэк разность чисел а--6 и с, и оно будет также многочленом; 
выражение (%«—6)х, в котором последнее действие есть умножение, 
представляем себе, как произведение чисел «— 6 и х, и причис- 
ляем к одночленам; подобным же образом будет одночленом выраже- 
а-|-6 
а— 65 
данное выражение, как частное чисол а--6 и а— 6): наконец, выраже- 
ние (а--=)? представляет степень числа &-! < (именно вторую; послед- 
нее действие — возвышение в степень) и будет также ‘одночленом. 

Сопостакляя весе разобранные примеры, мы можем прийти к 
такому выводу: если в алгебраическом выражении по- 
следнее по порядку действие есть сложение или вы- 
читание, то данное выражение будет многочленом; 
если же последнее действие есть умножение, деление 
или возвышение в степень или же данное выражение 
не содержит вовсе действий, то ово будет одночденом. 

Если бы нам пришлось рассматривать на ряду © алгебраическими 
также и арифметические выражения, то мы можем распространить 


ние 


в котором воследнее действие есть деление (мы рассматриваем 


7 
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определения одночлена и многочлена и на них; так, напр., инт 
5.3--2 или 10 —7 будут многочленами, выражения же 2. 3, 23, или 
отдельные числа:2, 3 ит. д. одночленами. 

8 28. Целые и дробные алгебраические выражения. — Будем 
рассматривать различные выражения, не содержащие буквенных 
показателей, напр., такие: 


3х Зх 2а 63 @? 
4 4 ’6с’ а’ 2 


а 
5 


Первые три из них не содержат деления на буквенные выраже- 
ния; будем называть их целыми выражениями. Остальные же со- 
держат деление на буквенные выражения; будем называть их дроб- 
ными относительно тех букв, которые входят в состав делителей, 
и целыми отвосительно остальных входящих в них букв. Так, напр., 
выражение 


2а6, а? — 62, 
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из 
будет дробным относительно буквы а, но целым относительно 6; 
выражение 

а? 

2—6 

наоборот, дробным относительно 8, но цеяым относительно а. Выра- 
жение 


а 2 
Е 


будег целым относительно букв а и 6, и дробным относительно с 
ит. п. 

В ближайших главах ($8 29—50) мы будем рассматривать только 
целые выражения, а затем уже перейдем к дробным. 

$ 29. Воэффициент одночлена. Подобные одночлены. — Мы 
условились называть коэффициентом цифрового сомножителя, 
написанного перед одним или несколькими буквенными сомножите- 
лями {$ 4),’распространим теперь это условие и на случай отрицатель- 
ных сомпожителей: так, напр., в одночлене —3За?в будем считать 
число—3 коэффициентом при аб; одночлен — а условимея рассматри- 
зать, как сокращенную запись произведения (— 1).а, т.-е. будем 
очитать коэффициентом при а число — 1. 

Будем называть целые одночлены подобными, если у них бук- 
венные сомножители и их показатели соответственно одинаковы; 
так, напр., одночлены 

5а?6, 8а?6, —5а?Ь, 426 
подобны; одночлены 


З 
--@—2), —6 (@—2)', (@—) 
также подобны; но одночлены 
3 (@—Виз (@- 5) 
4* 51 


пе подобны; вообще, подобные одночлены могут различаться только 
коэффициентами. 

Заметим, что если на ряду © буквенными одночленами расематри- 
заются и цифровые, то эти последние одночлены также считаются 
подобными между собою. 


ЛАВ п! 
Преобразования и упрощения в многочленах., 


8$ 390. Многочлен, как алгебраическая сунма одночленов.— Пусть 
имеем многочлен а— 4; очевидно, он обозначает разность чисел а и 6. 
Покажем, что его можно представить в виде суммы пвух слагаемых. 
С этой целью предварительно обозначим число, которое имело бы одина- 
ковую абсолютную величину с числом 6, по было бы противоположно 
ему по знаку. Это чиело выразится так: —6. В самом деле, — все 
равно, что (—1). 6; а от умножепия на— 1 абсолютная величина 
числа ® не изменител, знак же переменится на обратный 1). 

Но из предыдущего мы знаем, что вычесть какое-либо число — 
все равно, что прибавить число с такой же абсолютной величи- 
ной, но с противоположным знаком (5 20). Поэтому вычесть из числа & 
число $ — все равно, что прибавить к числу @ число — 6: 


а—6=а(—0). 


Мы подразумевали пока, что число $ принимает положительные 
или отрицательные значения: но полученная нами Формула, очевидно, 
верна и при $ =0. 

Подобным же образом представим в виде суммы двух слагаемых 
многочлен 2а—34л. Выразим сперва число, которое имело бы оди- 
наковую абсолютную величину с числом 3х, но отличалось бы от 
него знаком. Это число выразится так:—3х. В самом деле, Зх 6сть 
произведение чисел 3 и 2; выражение же—3л есть произведение 
чисел — 3 и 2; очевидно, эти произведения отличаются только знаком 
первого сомножителя, а потому абсолютные величины их должны 
быть одинаковы, а знаки различны (8 21). Теперь подобно предыду- 
тщему заключаем, что вычесть из числа 2а число 3х вее равно, 
что к 2а прибавить — 34: 


2а — 32 —=2а1(—33=) 
Подобным же образом можем показать, что 


а—в—е=а--(—В--(—9, 
д — За = (— а) +в, 


вообще, что всякий многочлен можно представить в виде 
алгебраической суммы нескольких одночленов; эти 
одночлены, алгебраической суммой которых является данный много- 
член, называются его членамн, а самый многочлен может быть 
1) Папр., если 6 —=-Р 3, то —6=(— 0.6 =С-1. (--3) =—3; 
если 6 —= — 5, 1—6 ==(—1).6=—(—1).(-—5)=5, ит. д. 


назван двучленом, если ои предотавлен в виде суммы двух ела- 
гаемых, трехчленом, если он является суммой трех слагаемых, и т. д. 

$ 31. Приведение подобных членов в многочлене, — Возьмем 
многочлен 545--34; его можно расематривать, как сумму двух чле- 
нов, 5х и 34, подобных между собой. Представим его в простейшем 
виде; мы знаем, что умножить порознь два числа (5 и 3) на *, 
‘а, затем сложить полученные результаты—все равно, что сумму этих 
чисел умножить сразу на х (распределительный закон умножения— 
$3 22); поэтому можем написать, что 

5% 35=(5--3) 1==8х. 

Возьмем еще многочлен 34 — 85 -|- 105; он может быть представлен, 
ак сумма трех членов, подобных между собой: 32—8ж-|- 10х=3=ж-- 
-- (82) 10. По предыдущему рассуждаем, что умножить порознь 


три числа (3, —8 и 10) на х, а затем сложить полученные резуль- 
чаты — все равно, что сумму этих чисел умножить сразу на х т.-е. 


З=--(—8=) 10—13 (— 8) -- 10] 5=5х. 

Из этих примеров за‹лючаем, что сумма подобных членов много- 
‘члена может быть заменена одним членом, коэффициент которого 
получаегся от сложения коэффициентов этих членов по выведенному 
в свое время правилу ($3 18). Такая замена суммы нескольких 
мовобщых членов мкогочлена равиосильным сй одним 
членом называется приведением. 

Рассмотрим еще более сложный пример; пусть нужно унростить 


многочлен 
а? — 6 | Зав -- 26: — 2 — 406. 


Замечаем, что в нем подобны между собой члены — аб, -- Заё, 
я — 406; их можно поставить рядом (так как от перемены мест сла- 
таемых величина суммы не меняется), а затем заменить одним чле- 
ч0м:—2а6. Кроме того, подобны друг пругу члены -|- 26? и—°; они 
могут быть заменены одним: -|-62. Первый же член данного много- 
‘члена (а?) не имеет себе подобных; поэтому приведение окончено, 
я наш многочлен принимает вид: 


а? —2а6 -|- 62. 


Если многочлен содержит цифрозые члены, то их приведение выпол- 
мяется по правилу сложения относительных чисел; напр., многочлен 


37 ЗОЖ Г 10—17 


после приведения принимает вид: 
8—9. 


ГЛАВА Ш. 
Сложение и вычитание целых алгебраических выражений. 


$ 32. Сложение одночленов. — Согласно предыдущему, пля сло- 
жения алгебраических выражений нужно обозначить производимое 
между ними действие и привести полученное выражение к простей- 
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тему виду. Рассмотрим различные случаи, которые могут предста- 
виться при сложении одночленов: 

1) Пусть дано сложить одночлены аи 6; очевидно, здесь при- 
дется только обозначить сложение; искомая сумма —=а-- 5. Подобным же 
образом сумма одночленов 5а и 1х равна 5а--7Тх; сумма одночле- 
нов— ЗВи 2с равна—36 -|- 26 ит. д. 

2) Пусть дано сложить а и—6; обозначив сложение, получаем 
а-|-(—6); но мы видели выше, что это выражение равносильно дру- 
гому, более простому, а именно а— 6 ($ 30). ы 

Подобным же образом мы могли бы найти, что 5а--(—3л)= 
—ба—34; —2а76-|-(—3 а6?) = — 2926 — 36°, ит. д. 

3) Пусть теперь нужно сложить два подобных одночлена, напр., 
2а нп Та. Обозначим сложение; тогда сумма будет 2а-- Та. Но в по- 
лученном многочлене можно сделать приведение подобных членов, 
и найдем, что 2а-|-Ча—=9а. 

Подобпым же образом найдем, что, напр., 105--(—35) =10=— 
—31==15;— 5026 | (—2а26) =— Та?6, ит. д. 

Рассматривая вместе все разобранцые нами случаи, мы можем 
вывести следующее правило: чтобы сложить одночлены доста- 
точно к одному из них приписать другой с его знаком 
(т. е. со знаком -|-, если коэффициент его положительный, со зна- 
ком — , если он отрицательный), а затем, если можно, сделать 
приведение. 

Правило это, очевидно, остается неизменным и при сложении 


нескольких одночленов;: так, одночлены 2а8, 5а6 и — За6 дают 
в сумме 2а6--5а8ё — За —=4а6; одночлены —3 =, —1х и 9х дают 
в сумме —32—1а--9=— 4, ит. д. 


8 33. Сложение многочленов. — Пусть нам дано сложить много- 
члены 5а2-—Таж-- 322 и 24а? —4ах— 827; представим второй много- 
член в виде алгебраической суммы его членов: 202-|-(—4ах)-- 
-- (- 822). Мы знаем из предыдущего, что для прибавления суммы 
достаточно прибавить каждое из слагаемых последовательно ($ 19); 
поэтому мы должны к первому многочлену 54? —1ах--34? приба- 
вить сперва 20° к полученному выражению прибавить —4 ах, 
и наконец к последнему результату прибавить — 822. Выполняя все 
это и соблюдая правило прибавления одночленов, найдем, что иско- 
мая сумма (5а?—Тах-- 327) -|- (24? —4а1— 842) =5а?.--Тах-- 
322 -|-242—44а1— 827; а сдолав приведение, находим 7а— 
— 11 ал — 547. 

Для удобства можем приписывать к первому многочлену все 
члены второго не в строку, а в столбец. так чтобы подобные члены 
приходились друг под другом: 


54?— Тех 34 у 
2а2— а УВ Г ) 


Та? — 11ал— 5272 


1) Знак действия пишем © правой стороны, чтобы не смешать его ©0 зна- 
ками отдельных членов; конечно если произойдет недоразумение, его можно 
и вовсе пропустить. 
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Итак, получаем следующее правило: чтобы сложить многочлены, 
достаточно к одному из них приписать все члены дру- 
гого (или других) с их знаками, а затем, если можно, сде- 
лать приведение; для удобства можно подписывать 
один многочлен под другим так, чтобы подобные 
члены стояли друг под другом. Это правило, очевидно, дей- 
ствительно и для тех случаев, когда приходитея складывать много- 
члены с одночленами, напр., 1 -|- (а — 1) =1-{ а—1=24; («Е 
С 22)= а 2—22=а— а, ит. д. 


$ 34. Вычитание одночлонов. — Для вычитания алгебраических 
выражений и, в частности, одночленов, очевидно, нужно обозна- 
чить производимое действие и привести полученное выражение к про- 
стейшему виду. Рассмотрим различные случаи, которые могут пред- 
ставиться. 

1) Пуеть из одночлена а нужно вычесть одночлен 8; искомая 
разность —= а —6. Это выражение, очевидно, не может быть дальше 
упрощено; подобчым же образом разность одночленов 2а и 7х равва 
2а — 75; разность одночленов —-5а и 46 —=— 5а-—46. 

2) Пусть нужно найти разность одночленов 4 и — 6; покажем, 
что искомая разность & — (—6) равносильна выражению а -|- 6. В са- 
мом деле, согласно определению вычитания, разность есть такое 
число, которое, будучи сложено с вычитаемым, дает в результате 
уменьшаемое; но легко видеть, что выражение а--6 уповлетворает 
этому требованию, так как (а-- 6) (—6) =а-|--6—6—=а. Из этих 
примеров мы видим, что для получения разности одночленов доста- 
точно к первому из ьй‹ приписать второй с обратным знаком; если 
же мы находим разность подобных одночленов, то, как сейчас увидим, 
результат еще упростится путем приведения, напр., 


5—1 ==— 22; Зав —(—5а6) =2а6-- 5 ав =Таф, ит. д. 


Итак, чтобы вычесть из одного одночлена другой, зостаточно 
к уменьшаемому приписать вычитаемое с обратным 
знаком, а затем, если можно, сделать приведение. 


$ 35. Вычитание иногочленов.— Пусть из многочлена 5 а? —Т аз -|- 
--322? нужно вычесть многочлен 202—4а5—847. Согласно преды- 
пущему, вычитаемый многочлен 242—4ах-—845? можно расематри- 
вать, как алгебраическую сумму его членов 2 а? -|- (—4а=)-|-(—8=*), 
а чтобы вычесть сумму (каковы бы ни были слагаемые), доста- 
точно вычесть поочередно каждое из слагаемых ($ 20); написав 
первый мнорочлен и вычитая из него по очереди все члены второго 
по только что выведенному правилу вычитания одночленов, найдем, 
что разность (5а?—Та#-|-3 22?) — (24 —4ах— 8172) =5а'—_Таж-- 
3 22 — 2 а? — (—4аз) —(—847?) =542 —7 ах 31? —2а’--4ах-|- 
-- 842; теперь остается сделать приведение, и получим За? —Зах-|- 
—|- 11 272. 

Для удобства можно, как и при сложении, подписать вычитаемое 
под уменьшаемым так, чтобы подобные члены стояли друг под дру- 
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гом, и переменить знаки .у членов вычитаемого, надписызая 


измененный зник над бывшим раньше. 


5а?—Та- ры 
— 29 42-4 аз-- 8572 


За? — За=-[- 11 =? 


Итак, для вычитания многочленов достаточно к умень 
шаемому приписать все члены вычитаемого с обрат- 
ными знаками, а затем, если можно, сделать приве- 
дение; для удобства нодобные члены обоих многочле- 
нов пишутся друг под другом. 

Это правило, очевидно, распространяется и на те случаи, когда 
из одночлена приходится вычитать многочлен или наоборот; так, 
напр., а—(а—э=а—а-Р ==; (а--В) —(—В) =а-НЬ-Ее==а- 
2 ит. д. 


ГЛАВА У. 


Применение сложения и вычитания к решению уравнений. 


8 35. Цервое основное свойство равных чисел. — В арифметике 
нам было известно следующее свойство равных чисел: если к равным 
числам прибавить поровну или отнять от них поровну, 
то полученные результаты равны между собой. Это 
свойство имеет место и для относительных чисел, как мы сейчас 
увидим на частных примерах. 

Возьмем, напр., два равных числа: 12 и 17-|- (—5); придадим 
к первому из них чиело —17, получим 12 --(—7)=5; придадим 
теперь — 7 ко второму из них; будем иметь 17 -|- (—5)-- (—7)=5, 
т.-е. в обоих случаях результаты одинаковы. 

Еще пример: возьмем два равных числа: 18 и 25 -|-(— 7). Вычтем 
из первого из них число — 2; найдем 18 — (-2)=20. Вычтем теперь 
из второго тоже — 2; получим 


25-1 (—17) —(—2)==20. 


Результаты в обоих случаях одинаковы. 

Подобное свойство имеет место, какие бы числа мы ни выби- 
рали; мы будем называть его первым основным свойством 
равных чисел; как увидим, оно будет иметь применение в даль- 
нейтем, при решении уравнений. 

$ 37. Перенесение членов уравнений из одной части в другую.— 
Мы видели выше ($8 9 и 10), что в уравнении можно переносить 
слагаемые и вычитаемые из одной части в другую с обратным зна- 
ком. Покажем теперь, что подобным же образом можно перено- 
‹ить не только слагаемые и вычитаемые, но и любой член 
уравнения из одной части в другую, меняя у него знак 
на обратный. 


1) И здесь знак действия написан с правой стороны, чтобы он не был сме- 
хпиваем со зиаком первого члена вычигаемого. 
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Пусть нам дано какое-нибудь уравнение, напр., такое: 
19 —245=3 — 64. 

Пусть мы желаем перенести в другую часть его член 19 

Тогда рассуждаем так: здесь мы имеем два числа, 19—25 и 
3 —б5, которые по условию равны между собой. Прибавим к каждому 
из этих чисел по—-19; тогда полученные результаты, по предыдущему, 
должны быть равны между собой, т. е. 

19 —2%=—19—=3 —6=— 19. 

Слелаем теперь привецение в левой чаети, а правую оставим 

без изменения; будем иметь 


—21—3 —6ж— 19. 


Сравнивая это равенство е данным, видим, что намеченный нами 
чден 19 действительно перешел из правой части в левую © обратным 
знаком. . 

Пуеть теперь мы желаем в полученном уравнепии 


— 2 1=3—6ж— 19 


перенести в другую часть член —- 6х. Подобно предыдущему, приба- 
вим к обеим частям равенства по 67; полученные при этом резуль- 
таты должны быть равны, и мы будем иметь 


—2;-- 6 4—3 —6— 19-|- 6х. 


Сделаем теперь приведение членов с неизвестным в правой части, 
а левую оставим без изменения, найдем 


— 2 = 6==3—19. 


Еели теперь сравним это равенство с первоначальным; то увидим, 
что член —6: перешел в другую его часть с обратным знаком. 

Подобное рассуждение можно повторить над любым членом 
уравнения, который мы желаем перенести; поэтому правило перене- 
<ения членов, указанное выше, мы можем считать общим. 

$ 38. Решение уравнений помощью переисесния членов.—Выве- 
денное только что правило перенесения членов позволяет нам значи- 
тельно упрощать решение уравнений, так как мы можем теперь 
сразу переносить все неизвестные члены уравнения в одну часть, 
а известные —в другую. 

Возьмем, напр., уравнение 


. 84 —107=35 —34 


Перенесем в нем неизвестный член — 31 в левую часть, а изво- 
©тный член 84 в правую; будем иметь 


— 102-13 = 35-84, 


пли, после приведения, 
— 1 ==-— 49, 


отеюда == (— 49): (—®)=1. 
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Если мы желяли бы по возможности избежать вычислений с отри- 
цательными числами, то могли бы перенести неизвестный член — 105 
в правую часть, а известный член 35 в левую; получили бы 


84 — 35 —=— З#-|- 105 
нли, после приведения, 
Я =. 
откуда И И ъ 
Если уравнение содержит скобки, то, конечно, прежде всего 
нужно их раскрыть, т.-е. выполнить указанные перед ними действия. 
Пусть, напр., нам дано такое уравнение: 
Тж--2— (3—52)=4=-5. 
Выполнив в левой части вычитание, имеем: 
ЧЗа-2—3--55=4%-[5, 
или, после приведения: 
125—1—=4%-5. 
Теперь переносим неизвестный член 45 в левую часть, а извест- 
ный член — 1 в правую; получаем 
121—45=5-- 1, 


или Ве. 
откуда дао е Ве, 
ГЛАВА У. 


Умножение й деление целых алгебраических выражений. 


$ 39. Умножение одночленов. — Рассмотрим сперва случай, когда 
приходится перемножать различные степени одного и того же числа, 
напр., а3 - 42. Мы знаем, что 483=а-а-а, а*==а-а; следовательно, 
а3. а —=(а-а-а) - (а-а); но чтобы умножить на ‘произведение @ - а, 
достаточно умножить на каждаго из сомножителей по очерейа (5 22); 
следовательно а3. а? —=а-а-а-а`а==а?. 

Подобным же образом 45.23 —=(1.х-ж-я-=)-(х-х.1)= 
—=7.1.4.1.1.5-Ж-х==% вообще, при умножении степе- 
ней одного и того же числа показатели складываются. 

Пусть теперь нужно умножить 5 42636 на 243622. 

Так как умножение подчиняется сочетательному закону (чтобы 
умножить на произведение, достаточно умножить поочередно на ка- 
ждого сомножителя), то мы можем написать что (5 92636) - (2а36 47) = 
—5-02.63.С-2-03-Ё- 472; а так как умножение подчиняется еше и 
переместительному закону (во всяком произведении можно переменлть 
места сомножителей), то мы можем так разместить сомножителей, 
чтобы коэффициенты и одинаковые буквы стояли рядом: 


5-2? -63.-6-2023.6-412=5-2-а?- 03 -63.В-е-99. 


Но 5.2—10; а2. а3==а5; 83. Ь==4; следовательно весе произве- 
дение 5-2-2?.-03.63.6-с- 47? примет такой вид: 1045046272. Итак 
5 а? 63с - 2 936472 —10а56*с92. 
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Отеюда легко вывести правило: чтобы перемножить одночлены, 
постаточно перемножить коэффициенты, показателей 
олинаковых букв сложить, а прочие буквы с их показа- 
телями перецисать в произведение без изменений. 

Если среди коэффициентов попадается отрицательное число, то, 
конечно, соблюдается известное правило знаков, напр.: 


БабёТ - (— 24023) = — 10а8 610, 
(—2а2) - (—- та?) ==1 4352 = а3 а. 


$ 49. Умножение многочлена на одночлен и наоборот. — Пусть 
нужно умножить а—6-|-с на т. Представим множимое в виде алге- 
браической суммы: а— 6-е —=а-- (—В)-|-с; следовательно, 


(ав -т= (В - 4-м. 


Из предыдущего мы знаем, что умножение подчиняется распре- 
делительному закону (чтобы умножить сумму на какое-либо число, 
достаточно умножить на это число по очереди каждое слагаемое и 
сложитБ полученные числа); гоэтому 


ее (-Ь-а- п— ат --(— 5) т -- ст==ат — бт- ет. 
Итак, 
, (а 6-е) - т=ат— вт ет, 


> 
т. е. для умножения многочлена на одночлен достаточно 
каждый член многочлена помножить поочередно на 
данный одночлен и полученные произведения припи- 
сать друг к другу с их знаками. 

Так как (а—6--6) т=т (&—6--6), то выведенное нами пра- 
вило справедливо и при умножении одночлена на многочлен. 

8 41. Умножение многочлена на многочлен.— Пусть дано умно- 
жить 9--$ нас —@. Множитель с — 4, как и любой пругой многочлен, 
выражает собою некоторое число; обозначим это число одной буквою,, 


напр., 7; тогда 
(а--В) . (е—а)—=(@а--6)я. 


а это произведение мы можем выразить по только что найденному 
правилу умножения многочлена на одночлен: 


(&--5) -п=ап--6я, 
Теперь заменим обратно букву п обозначенным ею множителем 
с —4; тогда 
ав--6п—а (е— а) 6 (е— а). 
Но это выразкение может быть преобразовано по тому же пра- 
вилу: 
а (—а)--6(е—9)=ас—аа--— 64. 


Итак, (&«--5) (« —а) =ас —аа-- 8 —64, т.-е. для умпожения 
многочлена на многочлен достаточно каждый член множи- 
мого помножитьнакаждый член множителя и получен- 
ныепроизведения приписать друг к другу с ихзнаками. 
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Само собою разумеется, что в полученном произведении могут 
“быть подобные члены, над которыми делается приведение. Следует 
заметить, что во избежание ошибок умножение многочленов необхо- 
димо производить в каком-нибудь определенном порядке, напр. 
сперва все множимое множить на 1-Й член множителя, затем все 
множимое — на 2-й член множителя и т. д. Для удобства чаето под- 
писывают эти частные произведения одного под другим так, чтобы 
подобные члены их были расположены друг под другом, напр.: 


242—546 362 
ыы х 
2 43 — 5426 -|- За 6? 
— 22261 Ба? — 353 
203—142 8а6*— 363 


© 

& 42. Расположение многочленов по степеням каких-нибудь 
Фукв. Умнозкение расположенных многочленов. — Действия над мно- 
гочленами могут быть совершаемы с большим удобетвом, если члены 
этих многочленов расположены в определенном порядке, который и 
„будет сейчас изложен. 

Пусть имеем многочлен — 2445-8432 а°-|-3 4243 —а5*. Вы- 
Зерем одну из входящих в него букв, папр., букву а, и назовем ее 
главной; расположим члены в таком порядке, чтобы на первом месте 
был тот, который содержит главпую букву в наибольшей сте- 
пени (0), —он называется старшим членом многочлена (или выс- 
чпим), затем тот из остающихся, у которого главная буква в наибольшой 
®тепепи (—2а*=), и т. д.; тогда мвогочлен примет такой вид: 


а5 — 244 -|- 3 4372 3 а2х3 — ах*. 


Нан многочлен расположен теперь, как принято выражаться, по 
жисходящим (или убывающим) степеням главной буквы, это зна- 
чит, что в каждом следующем члене показатель главной буквы 
меньше, чем в предыдущем; члеп — а5* занимает последнее место 
потому, что он содержит букву а в наименьшей степени. Но можно 
расположить члены многочлена в таком порядке, чтобы на первом 
‘месте стоял член, содержащий главную букву в наименьшей сте- 
пени,—он называется младшим (или низшим),—а за тем тот из 
остающихся, у которого главная буква в наименьшей степени, и т. д., 
тогда наш многочлен примет такой вид: 


— 44-3 а? 3 --3а3 2? — За ж-р 95. 


Теперь многочлен расположен, как говорят, по восходящим 
“или возрастающим} степеням буквы 0; это значит, что в каждом сле- 
дуюшем члене показатель главной буквы больше, чем в предыдущем. 

Какую букву принять за главную, — это зависит от нашего вы- 
бора; нетрудно видеть, что если бы мы в первом многочлене сделали 
т главной буквой, то он в первом случае оказался бы расположенным 
по возрастающим, а во втором — по убывающим степеням буквы х. 

Пусть теперь нужно перемножить два расположенных многочлена, 
напр., 22—8ху— 41? на 2х-Р у (многочлены расположены по убы- 
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вающим степеням буквы 5). Легко видеть, что от умножения старших 
членов множимого и множителя (2? и 25) должен получиться старпшй 
член произведения; в самом деле, показатель главной буквы в этом 
члене получится от сложения показателей главных букв в старших 
членах сомножителей; а так как показатели эти наибольшие, то и 
сумма их будет наибольшим показателем буквы < в произведенЕи. 
Точно так-хе младший член произведения получится от перемножения 
младших членов множимого и множителя (— 4 у? и у); эти заключения. 
вполне оправдываются после производства действия: 

22—Зпу— 41? Хх 

Зы 
2158—6579 — 8247 
-- 42у— 322 — 493 
258—552) —11 5? —443 


Как видно, для удобства умножения мы располагаем множимое- 

и множителя по.степеням (восходящим или нисходящим) какой-ни- 
будь буквы и множим все множимое сперва на первый член множи- 
теля, затем на второй, и т. д., подписывая полученные частные 
произведения одно под другим так, чтобы подобные члены стояли 
друг под другом; затем делаем приведеиие. Следующий пример по- 
казывает, что после привэдения число членов произведения может“ 
значительно уменьшиться: 

аб? -- 63 

а —6 х 
о - а36-- 92 6 - а 63 
— 236 — а? 62 — 963 — ^ 


а - са. аа 
ОА 


Но легко видеть, что число членов произведения не может быть. 
меньше двух, так как старший и младший члены произведения со- 
держат главную букву: один — в паибольшей, а другой в наименьшей 
ступени, и уничтожиться не могут, так как не могут иметь себе по- 
добных. Это свойство ипаче выражается так: от перемножения мно- 
гочленов пе может получиться одночлеп. Последний пример и дает 
нам случай убедиться, что может быть такой случай, когда уничто- 
жаются все члены произведения, кроме двух: старшего и младшего. 

$ 43. Деление одночленов. — Для деления одночленов необходимо 
сбозначить производимое действие и привести результат в простей- 
шему виду; разберем различные случаи, котсрые при этом могут 
представиться. 

Рассмотрим сперва случай, когда приходится делить друг на 
друга степени одного и того же числа, напр., а8 на а3. Как мы знаем, 
разделить 48 на а3 значит найти такое выражение, которое, будучи 
помножено на @3, дает в результате а8; это выражение есть 45, так 
как 03. а5== 48; итак, @8: @3=—05, и легко вывести правило, что при 
делении друг на друга степеней одного и того же 
числа показатели степони вычитаются. 
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Пусть теперь дано разделить одночлен 180176%с4? на ба56а?. 
Ч ель существует такой целый одночлен, который равен частному 
таньых выражений, то, умножив его на делителя 645642, мы должны 
нозучить делимое 1807654642. Но в таком случае коэффициентом 
изкомого одночлепа должно быть такое число, которое после умно- 
жения на 6 давало бы в результате 18; такое число равно 18 : 6, т. е. 8. 
Буква а должна выходить в искомый одночлен с таким показателем, 
который, будучи сложен с 5, давал бы, в сумме 7; такой показатель 
есть 7—5, или 2. Показатель буквы 6 в искомом частном должен 
быть таков, чтобы, сложив его © 1 (показателем буквы 6 в делителе), 
мы получили 4, т. е. он должен быть равен 4—1, или 3. Буква с 
должна войти в Частное в той же степеви, что и в делимое, т.- 0. в 
первой, так как иначе, умножив частное на делителя, мы не могли бы 
получить в розультате одночлена, содержащего с в первой степени. 
Наконец, буква Я вовсе не должна входить в частное; если бы она 
вошла в частное хотя бы в первой степени, то, умножив частпое на 
делителя, мы получили бы такой одночлеп, в котором содержалась 
бы буква & по крайней мере в третьей степени. Итак, искомый 
одночлен должен иметь коэффициент 3, букву а должен содержать 
во 2-Й степени, букву 6 — в 3-й стенени, с — в первой степени; больше 
никаких лишних букв он не может содержать; так как иначе эти буквы 
должны были бы входить и в делимое. Следовательно, искомое равУО 
3 4263 с: 

18 2764 с 42: 6456 4? —=3 а? 63с. 


Рассматривая это частное, можем вывести следующее правило: 
для деления одночлена на одночлен нужно коэффициенты 
разделить, показателей одинаковых букв вычесть, а 
буквы, находящиеся только в делимом, переписать в 
частное, не изменяя их показателей; если же какая- 
либо буква находится в делимом и в делителе в одина- 
ковых степенях, то она вовсе уничтожается. 

При выводе этого правила мы предполагали: во 1-х, что все 
буквы, входящие в делителя, имеются в делимом, во 2-х, что пока- 
затели букв делителя не превышают показателей тех же букв в де- 
лимом. Рассмотрим теперь, что будет в тех случаях, когда эти усло- 
вия не соблюдаются. 

Пусть делитель содержит такую букву, которой нет в делимом, 
напр., пусть нужно разделить 6476 на 2ах. Пели искомое частное 
может быть целым одночленом, то, умножив его на делителя 2ах, 
мы должны были бы получить делимое 6036. Но, каков бы ни был 
искомый целый одночлен, после умножения его на 2ах мы должпы 
получить такой одночлен, который содержит букву = в той или иной 
степени; между тем делимое 6426 вовсе не содержит 5; следовательно 
в данном случае целого частного быть не может. 

Пусть показатель какой-либо буквы делителя превьшпает пока- 
зателя той же буквы в делимом, напр., пусть нужно разделить 6 а76 
на 2 аб3. Вели искомое частное может быть целым одночленом, то, 
умножив его на делителя 9 а63, мы должны были бы получить де- 
лимое 6а?6. Но, каков бы ни был искомый целый одночлен, иссле 
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умножения его на 2068 мы должны получить такой одночлен, который 
содержит букву В в третьей или в большей степени; между тем, 
делимое 6026 содержит букву 6 в первой степени; следовательно, и 
в этом случае целого частного быть не может. 

Из этих примеров мы можем сделать такой вывод (в дополненви 
к правилу деленил): если в делителе есть такая буква, 
которой нет в делимом, или если показатель какой- 
либо буквы в доелителе превышает показателя той 
же буквы в делимом, то целого частного быть не мо- 
жет (частное в подобных случаях выражается в виде дроби; как 
представлять его в наиболее простом виде, будет изложено в учении 
© дробях). 

$ 4+. Делепие ииокочлена на одночлен п наоборот.— Пусть 
мужно разделить многочлен 84302 — 9а263-|- 6044 на одночлён 2 а6?; 
как известно, искомое частное, будучи помножено на делителя 2962, 
должно давать в результате делимое 89342 — 94263 -|- 664. Легко ви- 
деть, что оно должно быть трехчленом; если бы оно имело, нанр., 
один или два члена, то по умножении его на 206? мы получили бы 
также одночлен или двучлен, а не наше делимое. А если так, то 
каждый из членов делимого представляет произведение делителя 
246? на один из членов частного; поэтому для нахождения всех чле- 
нов частного достаточно разделить каждый член дели- 
мого поочередно на делителя: 


(84362 — 90253 -|- баб): 2аё? — 4а? — 41] аб -|- 36°. 


Легко видеть, что если хоть один член делимого не разделится 
на делителя, то целого частного быть не может, напр.: 


(вал -|- бе о:е-ав-Рь-- =. 


Если приходится делить одночлен на многочлеп, 
папр., 
08:4? — [?), 


то целого частного быть пе может. В самом деле, если 
бы частное было одпочленом, то, будучи умн‹ жезо на многочленного 
делителя, опо даст в произведении многочлен, а не одночлен. А 
если бы частное было многочленом, то после перемножения его на 
делителя и после возможного приведения подобных членов, мы все- 
таки получим в результате не менее двух членов, как мы видели 
выше ($ 42), а никак не одночлен. 

На основании разобранных примеров делаем следующий вывод: 
для деления мпогочлена на одночлен достаточно каждый 
член делимого разделить поочередно на делителя и 
полученные частные приписать друг к другу с их 
знаками; если при этом хоть один член делимого не 
делится на делителя, то целого частного быть не 
может; также не может быть целого частного и при 
делении одночлена на многочлен. 
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8 45. Целение многочлена на многочлен.— Пусть нужно разде- 
лить 042-|-0762х на а?-|-52. Чтобы найти частное, будем рассуждать 
так. Если искомое частное может быть представлено в виде целого 
выражения, то оно может быть или одночленом или многочленом. 
ели оно выражается одночленом, то только таким, который при умно- 
жении на 42-6? дает в результате 045-! 92675; а чтобы это было 
возможно, необходимо, чтобы старший член делимого 1) (445) полу- 
чился от умножения старшего члена делителя (а?) на исхомый одно- 
члея. Следовательно, нам нужно найти такое выражение, которое, 
будучи помножено на 4? даст в результате ах, а для этого необхо- 
димо разделить 0х на 4; получим а?х. Итак, искомое частное мо- 
кет быть равно 025; чтобы проверить, дейохвительно ли ©то так, 
необходимо убедиться, что весь делитель &а?-|- 62, будучи помножен 
на найденный одночлен а?5, цает в результате делимое ах -|- а?6?х; 
выполнив умножение (4? -|-5°). а?х, паходим 0х -- а?6?х%; поэтому мы 
можем заключить, что 


(их | а262ж) . (а? 02) == а. 
Пусть теперь дано разделить 203-076 — 1596? па а?-- 36. 
2а3-- а?6 —1502| а?-- 3 а5 


— 2 а3=- 6 а?6 21—56 
— 5476 — 15062 
-- 5 а26 -- 15а? 
0 


Еели целое частное существует, то опо не может быть одночленом, 
так как никакой одночлен, будучи помножен на двучлен 02 -[- 396, не 
может дать трехчденного результата 203-06 — 15 062. 
Следовательно, искомое частное можег быть только многочлепом; 
ого старший член должен быть таков, чтобы при умножении его па 
старший член делителя (0?) мы получили старший член делимого (243); 
следовательно, искомый старший член частного получится, если раз- 
делить 203 на 02; будем иметь 2а. Чтобы определить другие члены 
частного, будом рассуждать так. сли бы частное было найдено и 
если бы мы на него помножили делителя, то получили бы пелимое; 
но при этом умножении пришлось бы помножить делителя сперва 
па старший член частного, потом на следующий и т. д., п сложить 
полученные произведения; следовательно, делимое состоит, во 1-х, 
из таких членов, которые получились от умножения всего делителя 
на 1-Й член частного, во 2-х, из тех членов, которые получились 
от умножения всего делителя на 2-й член частного и т. д. Но 1-й 
член частного мы нашли: он==2а; если помножим его па всего де- 
лителя а? -|-За6б, то узнаем ту часть делимого, которая получилась от 
умножения всего делителя на 1-й член частного; она == (4? -|-За6)-За== 
—203-- 6025. Остальная же часть делимого, т. е.—-5 026 —15а5*, 
которую мы нашли, вычтя из всего делимого полученный многочлен 
23-6 0?6, могла получиться лишь от умножения делителя на 2-Й 


1) Считая по букве а. 
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член частного и на следующие за ним, если они существуют, & 
старший член остатка (-— 5026) мог получиться лишь от умножения 
старшего члена лозителя (0?) на старший из неизвестных нам еще 
членов частного. Итак, чтобы найти старший из неизвестных еще 
нам членов частного, нужно разделить — 50% на 0?; получим — 56; 
если же найпенный 2й член частного помножим на всего дели- 
теля 4?-|-За6 то найдем — 5 06 — 15 аф? и, вычтя найденное про- 
изведение из остатка, получим 0, т.-е. деление окончено, и искомое 
частное —=2а— 5. 

Но, конечно, далеко не всегда доление заканчивается без остатка. 

Пусть, напр., нужно разделить 2 а —5Б ах? на аб — 3272 


2 026 — Ба2?а6—3 252 
— 2426 -6а2?| 2а 
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Найдя старший член частного 2а, помножив его на делителя 
и вычтя результат из делимого, находим в остатке ад?; очевидно, 
целого Частного быть не может, так как одночлен ах? не может 


являться произведением двучленного делителя «6 — 322. ни на какое 
целое выражение. 


Еще прамер 


258--52-|-13ж-|-4|2?-- 2х3 
—2 52-7 4272=- 6х 2-1 
22 - 1-4 
— 252- 2%=-3 
55-1 

Найля по предыдущему два члена частного 22-1, получаем 
остаток 5&--1, старший член которого не делится на старший 
член делителя, поэтому заключаем, что целого частного быть не 
может. 

Разобрав все вышеприведенные примеры, мы можем вывес®и сле- 
дующее правило: 

Чтобы разделить многочлеп на иногочлен, располагаем их 
предварительно по убывающим степеням какой ни- 
буль буквы и делим старший член делимого на стар- 
ший член делителя: получаем старший член част- 
ного. Если умножаем на всего делителя, полученное 
произведение вычитаем из делимого и старший член 
остатка опять делим на старший член делителя; по- 
лучаем второй член частного. С ним поступаем по 
предыдущему, как с первым, и Так делаем до тех 
пор, пока не получим в остатке 0, или пока не дой- 
дем до такого остатка, который представляет из 
себя одночлен, или старший член которого не де- 
лится на старший член делителя; тогда убеждаемся 
что целого частного быть не может. 

Если при делении получается остаток, то полное частное может 
быть изображено в виде алгебраической суммы целого выражения 
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с дробью, числителем которой является этот остаток, а знаменате- 
лем — делитель. Напр.. в предыдущих примерах частное может быть 
выражено так: 
аа? 
(2 925 —54 272): (6 — 347) т. 


— 3’ 
(раба авео ааа 


При производстве деления мы располагали дслимое и делителя 
по убывающим стеленям главной буквы и делили друг на друга 
старшие члены делимого и делителя и т. д. Такой порядок вводится 
для удобства; но можно расположить мвогочлены, подлежащие де- 
лению, и по возрастающим степеням главной буквы и начать деление с 
младших члонов, проделывая все действия совершенно втом же порялке. 

8 46. Особые случаи умножения п делениял.— Выведенные нами 
правила дают возможность находить результат умножения и деления 
во всех случаях; однако, есть такие частные случаи. в которых на- 
хождение произведения или частного возможно по более сокращен- 
ному способу; мы и займемся теперь рассмотрением наиболее важных 
из них, сперва из области умножения. 

1) Возвышение суммы двух чисел в квадрат. Пусть 
имеем два числа а и 6 и требуется возвести в квадразех их сумму, 
т.-е. вычислить выражение (а-|-65)2. Легко видеть, что 


(«--5)8=(а-Е5).-@--5; 


применяя теперь правило умножения многочленов, найдем 


(а-|- 5) == аб На -|- 62= а? -|-2а6-|- 6", 


т.е. квадрат еуммы двух чисол равен квадрату первого 
числа, плюс удвоенное произведение первого назвто- 
рое, плюс квадрат второго числа. 

Так как а и 6 обозначают любые числа или выражения, то 
правило это дает возможность сокрашенным путем возвышать в 
квадрат всякое выражение, которое может быть рассматриваемо, как 
сумма двух слагаемых. Пусть, напр., требуется возвысить в квапрат 
выражение 352--259; применяя только что выведенное правило, 
найдем, что 


(322-|- 229)? = (322)? -|- 2-3 22.2 ху-- (259), 


а вычисляя теперь каждый член по правилам умножения и возвы- 
шения одночлена в квадрат, найдем: 


(327-259) —=9*-|- 12 289 -|- 42292, 
Подобным же образом имеем: 
582 —(50-|- 8) = 50? -|-2.50.8-|- 8—2 500 -|- 800 -1- 64 ==3 364. 


2) Возвышение разности двух чисел в`квадрат.— 
Пусть требуется возвести в квадрат равность @—-6; легко найти что 


(@— 6) =(а—6)-(&— 6) =? —а6 —@6-|- 62 — а? — За6-- 52. 
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т.е. квадрат разности двух чисел равен квадрату первого 
числа, минус удвоенное произведение первого на 
второе, илюс квадрат второго числа. 

®то правило применяется к сокращенному возвышению в квадрат 
выражений, которые могут быть представлены как разность двух 
чисел. Напр.: 


{2 а2— Б а6)2— (2 а?) — 2-2а?-5 6-| (5 6)2=4 04—20 а36 25 76; 
1992 — (200 — 1)? =200? —2.200.1 {12—40 000 — 400 1-1 = 39 601. 


3) Произведение суммы двух чисел на их раз- 
ность. — Пусть требуется перьмножить выражения а и а-—65; 
согласно правилу умножения многочленом имеем: 


(@ + 0-(а-— В == а -Раб— ва. 


г.-е. произведение суммы двух чисел на их разйость 
равно разности квадратов этих чисел. 

Правило это применяется к сокращенному умножению таких 
выражений, которые могут быть представлены: одно — как сумма 
двух чисел, а другое — как разность тех же чисел; например: 


(502 3)-(5 2—3) == (5 42)? — 32 25 4—9; 
55-45—(50-1-5)-(50 —5)=502 — 5=2500 —25=—2415. 


Итак, имеем для сокращенного умножения многочленов следую- 


шие формулы: 
(&-1-6)3 = а2--2а6 В», 
(&— 6) =02— Ваб-- 67, 


(@-- 5) («—6) = а&— 6. 


Заметим, что пользование этими формулами возможно не только 
пля умножения, но и для деления. В самом деле, если произведение 
разделить на одного из сомножит. л.й, то получим в частном другого 
сомножителя; поэтому, напр., из последней формулы можем вывести 


такие следствия: 

(42—52) :(а— 6) =а-- 6, 

(а— 62) :(а-- 6) =а— 6, 
Т.4е. разность квапратов двух чисел, будучи разде- 
лена на разность этих чисел, дает в результате сум- 
му тех же чисел, и наоборот. Последние две формулы яв- 
ляюгся формулами сокращенного деления; пусть, напр., дано разделить 


“— 04 на 22— 02; замечаем, что числа 2“ и 4% являются квадратами 
чисел 2? и а?; поэтому можем сразу найти, что 


(2 — а*): (22 — в) = а; 
подобным же образом 
(43 —962):(2а-- 35) =2а—36. 


Расомотрим еще две формулы сокрашенного деления, выражаю- 
щие частные от деления 93—63 на аби @3-|[-63 на а, т.-е. 


5% - 67 


> 
разноста кубов двух чисел на разность этих’ чисел и суммы кубов 
двух чисел на сумму тех же чисел. 

Произведя деление непосредственно, имеем: 


аз —63 а—5 аз —- 63 а--6 
— 03 5 026 | а? аь- 6? —@3 06 | а— аб 5 
— а? Нав? == 46 =- а 6? 
Ев 8 
— аз — вв 
и = 


Таким образом мы нашли: 


(23—53) :(а—В = а? 6-6, 
(@-|- 63): (а- ВВ) == а?— 6-7, 


т.-е. разность кубов двух чисел, будучи разделена на 
разность этих чисел, дает в результе: квадрат пер- 
вого числа, плюс произведение первого на второе, 
плюс квадрат второго числа; а сумма кубов двух чи- 
сел, будучи разделена на сумму этих чисел, дает в 
результате: квадрат первого числа, минус произве- 
дение первого на второе, плюс квадрат второго 
числа. 
Пользуясь этими формулами, найдем, напр., 


(28— 1):(&— 1 == е-Ё И 
(&3-1:а-Н = —я- 1. 


Эти формулы сокращенного умножения и деления имеют широкое 
применение на практике. 

8 47. Разложение многочленов на мпожителей.— Иногда нужно 
бывает представить данный многочлен в виде произведения двух или 
нескольких сомножителей, или, как говорят, разложить его на мно- 
жителей; для нас полезно будет заметить следующие приемы разло- 
жения, часто применяемые на практике: 

1) Вывод за скобку одночлениого множителя. — Пусть имеем 
многочлен ах-|- 65—05; замечаем, что все члены нашего многозлена 
имеют общего сомножителя 5; представим теперь весь многочлен 
ах--6%—с4 в виде произеедения х на некоторый новый многочлен; 
чтобы найти его, придется (письменно или в уме) разделить ай -6х — сх 
на < (так как искомый многочлен есть такое выражение, которое, 
будучи умножено на х, дает в результате ах-|- 65—42); получим 
а--6 —с, и следовательно, имеем: 


аа —сх=и(а--6 


а 


6). 


Подобным же образом рассматривая многочлен 4932? -|- 6 а?23, ви- 
дим, что каждый член его делится на 24222; представим теперь 
4 432? -|- 60723 в виде произведения одночлена 2472? на некоторый 
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многочлен; чтобы найти его, мы должны будем разделить 4 а32?-|- 6022? 
на 24722; получим З8а-- 32 и теперь можем написать, что 


4 932? -|- 6 0223 —2 а2? (2а-- 32). 


Отсюда заключаем: если все члены данного много- 
члена имеют общего сомножителя, то мы можем пред- 
ставить наш многочлен в виде произведения двух 
выражений, из которых одним является этот общий 
сомножитель, а второе найдется посредством деле- 
ния всего многочлена на первое. 

2) Группировка членов.— Пусть дан многочлен 


я-а --6х Раб. 


Члены его не имеют общего сомножителя, но если в первых 
двух вывости за скобку 2, а в последних двух 6, то получим 
я оз--ья-р-аб = (= а--6 (ха); рассматривая же этот дву- 
член, таходим, что каждый член его содержит многочленного со- 
множителя #-|-@: принимая теперь данное нам выражение за произ- 
ведение двух сомножителей, один из которых есть я--а, найдем 
второго при помощи деления всего нашего многочлена на х--а; 
получим а-- 5, и приходим к выводу, что 


22| а ба--аб=(= а) (#0). 


Еще пример: 
272 —а—262--а6. 


Выведем за скобку в первых двух членах 2, & в последних 
двух — 6; будем иметь 212 —ах— 262-|-а6==х (2 2—а)—6 (2 в— а); 
а выводя за скобку многочленного сомножителя 22 — а, найдем: 


2аг— ах — 262-656 —=(22—а) (&— 6) 


Итак, мы видим, что в том случае, когда члены многочлена не 
содержат сомножителя, общего для них всех, иногда можно бывает 
так разбигь эти члены на группы, что в каждой группе получается 
свой общий сомножитель, а после вывода его за скобку оказывается, 
что заключенный в скобки многочленный сомножитель в каждом 
члене одинаков. Тогда выводим за скобку этого многочленного сомно- 
жителя и представляем данное нам выражение в виде произведения 
двух многочленов. Заметим, что иногда для выполнепия разложения 
на множителей прихогится в некоторых членах выводить за скобку 
(явного или подразумеваемого) сомножителя--1 или— 1, напр.: 


а#— ву—-|-у==0(#—1) —1 (2—9) =(2—У(а— 1) 
пет и-Н1= те 1 (и = (1-1). 


3) Нриведение данного многочлена к одной из известных нам 
сохращенных форхул умножения.— В случае если члены данного 
выражения не имеют общего для всех сомножителя, мы имеем иногда 
возможность представить данный нам многочлен в виде произведения 
приводя его к одной из вышеупомянутых формул. Так, напр., рас- 
осматривая выражение 02? — 24-1, видим, что первый член есть квад- 
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рат чиела а, третий — квадрат единицы, а средний — удвоенное произ- 
ведение а на 1, взятое с минусом. Поэтому выражение 42 —2а--1 
является квадратом разиости двух чисел (а — 1), т.-е. мы можем на- 
писать, что 


а? —2а-|-1=(@а— 1). . 
На практике сперва приходится искать общего для всех членов 
одночленного сомножителя, а уже после вывода его за скобку (или 
в случае его отсутствия) применять прочие приемы. 
Напр.: 


бай — 564 = 5 (@4— 64) —5 (42-52) (а? — 5) = 5 (а? 52) (@-- 5) (&—5). 


ГЛАВА УТ. 


Основы учения о наименьшем кратном. 


8 48. Понятие о простых и составных выражениях. — Усло- 
вимся говорить, что одно алгебраическое выраже, ие делится на 
пру:ое, если их Частное равно целому выражению вли же числу, вы- 
раженному цифрами, так, напр., одночлен 606 делится на За и на 
12а6, но не делится на За?. 

Будем называть простым такое выражение, которое делится 
только на самого себя, на выражения, подобные себе, и на числа, 
изображенные цифрами. Так напр., одночлен 10а будет простым; 
многочлен а--6 будет также простым выражением. Всякое же выря- 
жепие, которое делится и на выражение, не подобное себе, будем 
называть составным; взятый выше одночлен 646 есть составное 
выражение, так как он делится, напр., на 2а; многочлен а —65* есть 
зоставное выражение, так как он делится на а? — 67. 

$ 49. Наименьшее кратное.— Возьмем такие одночлены: 


3236 и 60262%х. 


Существует сколько угодно выражений, делящихся на них одно- 
временно, напр., 


603622, 12 0362, 6 а462х, 12416322, ит. д. 


Все эти выражения будем называть кратными данных; но среди 
вых ость такие (именно 6243625, 1243625 и подобные им), которые 
содержат наименьшее возможное число буквенных сомножителей; 
будем называть каждое из них наименьшим кратным данных 
одночленов. 

Вообще условимся наименьшим кратным двух или не- 
окольких целых одночленов называть. всякий одно- 
член, который делится на все данные и притом со- 
стоит из наименьшего возможного числа буквенных 
сомножителей; коэффициентом же его может быть произвольное 
число. 
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Найдем теперь наименьшее кратное таких одночленов: 
3041625, 240363 и 602362 227. 


Рассужкдаем тах. Чтобы какой-нибудь одночлен разделился на все 
данные выражения, он должен содержать букву ав степени не менее 
четкертой, букву 6 в степени не менее третьей и букву х по край- 
ней мере во второй степени. Если взять каждую из букв именно в 
указанных степенях и перемножить, то составится одночлен 046347; 
он делится на все данные выражения, а тах как он содержит только 
те буквенные сомножители, которые нужны для делимости, и ни од- 
ного лишнего, то он состоит из наименьшего возможного их числа 
и является для данных одпочленов наименьшим кратным; вместе 
с тем искомым наименьшим кратным будет и каждый одночлеп, по- 
добный ему: 20416322, 240 0416312, ит. д. 

Если коэффициенты данных одночленов суть числа целые и по- 
ложительные, то иногда бывает нужно подобрать такое наименьшее 
кратное данных выражений, коэффициент которого был бы равен 
наименьшему кратному их коэффициентов. В даином случае таким 
нзименьшим кратным будет одночлен 120 046312; мы будем называть 
его наименьшим кратным нормального видв. 

Если же данные выражения суть многочлены, то для нахожде- 
ния их наименьшего кратного нужно сперва разложить их на про- 
стых сомножителей, а затем поступать по предыдущему правилу. 

Так, напр., если даны многочлены: 22-- 465 и 1? — 1662, то заме- 
чаем, что 2*- 465==2(2-- 46), 121—165 —=‘х-- 46} (1 —46), а потому 
искомое наименьшее кратное должно состоягь из сомножителей т и 
х--4Ь (взятых из первого выражения), и еще из сомножителя х— 46 
(из второго выражения), т.-е. опо должно быть равно 


х (=-- 45) (х—46), или х (2? — 1662). 


Очевидно, всякий одночлен, подобный найленному, будет также 
служить наименьшим кратпым дапных выражений. 


ГЛАВА УЦ. 


Алгебраические дроби; их сокращение и приведение к одному зна- 
менателю; сложение и вычитание дробей. 


8 50. Алгебраическая дробь; ее числитоль и знаменатель. — Мы 
видели выше, что частное двух буквенных выражений (или же буквен- 
ного выражения и числа, изображенного цифрами) может быть изоб- 
ражено подобне тому, как изображается дробь в арифметике; именно, 
‘делитель пишотся под делимым и отделяется от него горизонтальной 
чертой. Так, напр., частное от деления 5 на х изображается в виде 
дроби 


Б 
"5 
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частное от деления 4? на 2а—3 изображаетея в виде дроби 
аз 
2и—3 


Такие частные мы будем называть алгебраическими дро- 
бями; делимое при этом пазывается числителем дроби, делитель — 
знаменателем. 

Заметим, что алгебрическая дробь иногда представляет выражение 
целое относительно входящих в него букв; Такова, напр., дробь 


аф 
= Можно даже всякое целое выражение представить в виде дроби, 


знаменатель который равен 1; напр., 


Я 3 а? 
Я =— —— 8а2=———-. 
И7 1 
ь =: а 
8 51. Основные свойства проби. — Дробь -р есть частное от де- 


ления а на 6. Но частное есть такое число, которое будучи умножено 
на делителя, дает в результате делимое; следовательно, умножив дробь 


а 
у на $ мы получим в результате а. 


ды Ь — а. 


ь 

Выражая смысл этого равенства словами, получаем следуютщщее: 
если умножить дробь на ее знаменателя, то в результате полу- 
чается ее чиелитель. 

Это первое основное свойство дроби; выразим теперь второе. По 
предыдущему, дробь есть частное от деления числителя на знамена- 
теля; но мы видели выше, что чазтное двух чисел обладает следую- 
щим свойством: при умножении или делении дезимого и 
делителя на равные числа, отличные от нуля, вели- 
чина частного не меняется ($$ 24 и 25). Применяя это свой- 
ство к дроби, заключаем: при умножении или деленни чиелителя и 
знаменателя на равные числа, отличные от нуля, величина дроби 
ие меняется. м 

На языке алгебраических знаков это свойство может быть выра- 


а 
ото так: если имеем дробь * то при любом значении числа т, за 


исключением 1—0, будем имэть: 


ат а 
т 6’Ь Ь 


. 7 


Обр-тим внимание на слодующий частный случай; если 7% —=— 1, 
то получим: ‘ 
@-(—1) г лее не 
К Е ЛИ Ш 
6-(—1) 6 —в 65’ 
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т.-е. при перемене знака у числителя и знаменателя 
одновременно величина дроби не меняется. 

- 8 52. Нормальный вид алгебраической дроби. — Будем говорить, 
что алгебраическая дробь имеет нормальный вид, если числитель и 
знаменатель ее суть целые выражения с целыми коэффициентами, 
при чем знаки их или, по крайней мере, знаки их первых членов, 
положительны. Так напр., дроби: 


2 ав т? ав 
52? 73” с —а 


имеют нормальный вид; дроби же: 


21/ аб ве 
> или Е 
\ З/У — 2х 


не имеют нормального вида. 

Дробь, не имеющая нормального вида, может быть приводена к 
нормальному виду; напр., если в первой из данных нам дробей умно- 
жить числителя и знаменателя на 6, то получим: 


21/,6-6__ 1506 
31/. 2у-6  205у’ 


вторая же дробь: 
(Я ас 
— 2х а 


так как. заменяя знаменателя — 2х через 2х, т.-е. меняя знак только 
у делителя, мы тем самым изменяем знак и у результата. 

Заметим, что в дальнейшем изложении мы будем иметь дело 
тольно с дробями, приведенными к нормальному виду. 

8 53. Сокращение пробей. — Пусть имеем дробь 


18 226 
3062 ^ 


Мы‘видим, что числитель, и знаменатель делятся на 6аб и знаем 
из прелыдущего, что от деления числигеля и знаменателя дроби на 
равные числа величина дроби не меняется: поэтому можем заключить, 
что: 

18 9? 18226:6а6 За 


30 062  30а52:6а6 56 


® 

Мы, таким образом, заменили данную дробь другой, равносильной 
ей и более простой по внешнему виду, условимся, как и в арифметике, 
называть это преобразование сокращением дроби; таким образом 
сократить дробь значит представить еев более про- 
стом виде, не изменяя ее величины. Заметим, что сокращен- 
ная дробь равносильна прежней для всех значений букв за исклю- 
чением тех, которые обращают сокращенного дели- 
тезя в нуль. 
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Правило сокращения, очевидно, таково: чтобы сократить дробь, 
нужно разделить числителя и знаменателя дроби на 
одинаковые числа. 

ели числитель или знаменатель дроби суть многочлены. то для 
отыскания такого выражения, на которое они делились бы оба 
вместе, приходится сперва разлагать их на сомножителей, 

Если мы желаем указать, на какое именно выражение мы сокра- 
щаем дробь, то будем писать это выражение в горизонтальной скобке 
над знаком равенства: так запись 


баб 
182 За 
30452 56 
обозначает, что данная дробь, будучи сокращена ва ‘606, равна 
За 
дроби 58 


8 5+. Привехение дробей к одному знаменателю. — Как увидим 
впоследствии, для производства сложения или вычитания дробей 
нужно будет уметь приводить их к одному знаменателю, т. е., не 
изменяя их величины, представлять их в таком виде, чтобы у них 
был одинаковый знаменатель. Рассмотрим несколько примеров, а за- 
тем постараемся слелать общие выводы. 

Пусть дано привести к одному знаменателю такие дроби: 


5а 36 
6 22у |: 4 хуз 


Заметим, что величина дробей, согласно условию, не должна 
изменяться при нашем преобразовании; следовательно, мы имеем 
право делать с нашими дробями только одно из двух: или умножить, 
или делить числителя и знаменателя на одинаковые количества. Но 
обыкновенио нам даются для приведения к одному знаменателю дроби 
несократимые: следовательно, случай деления исключается, и мы можем 
достигнуть нашей цели, только умножая числителя и знаменателя 
каждой дроби на такие количества, чтобы полученные при этом новые 
знаменатели были одинаковы. Отеюда следует, что новый знаменатель 
должэн делиться на данных знаменателей, т. е. должен быть их 
кратным; если желаем упростить вычисления, то, очевидно, должны 
будем искать не какое-нибудь кратное обоих знаменателей 652у я 
4 хуз, а их наименьшее кратное, притом имеющее нормальный вид. 

Найдя искомое наименьшее кратное выражений 622у и 4293, 
получим 125293; приведем теперь наши дроби к такому виду, чтобы 
величина их не изменилась, а знаменатели у обоих были равны 12 42/3. 

Найдем, на какие выражения следует помножить знаменателей 
6229 и 4593, чтобы получить нового знаменателя 122243. 

Разумеется, эти выражения (называемые дополнительными 
множителями) найдутся при помощи деления нового знаменателя 
121793 на прежних 6229 и 4243: 

И ри 
ПРЕ КЕ, 
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Однако, чтобы величина дроби при нашем преобразовании не. 
изменилась, мы должны будем умножить на этих дополнительных 
множителей не только знаменателей, но и числителей прежних дробей, 
и получим: 

5а 54-2972 104452 
6229 62у.24у2 12423 
36 ЗВ. 3х Эвх 
4293 4143.31 12424 


Все действие располагается обыкновенно в следующем порядке: 


22 6229 242 
— 3 

Ба _ 1045? ыы в | 
б22у Таиз у 

3х 

>= 

35 ‚ 6х 


4=уз 12 о 


Пусть еще даны для приведения к одному знаменателю следую- 
щие дроби, у которых знаменатели суть многочлены: 


х—а Ея 
2 --2ах-- а?’ ал — а3° 


Чтобы можно было отыскать наименьшее кратное данных знаме- 
нателей, нам придется сперва разложить многочлены 42--2ах-Р а? 
и 42—03 на множителей. Легко видеть, что 22--2ах-- а? есть 
квадрат суммы х и аа в многочлене а5?— а3 сперва выводим за 
скобку а и получим а (522 — 97), после чего видно, что сомножитель 
в скобках есть разность квадратов двух чисел (лх и а), а потому ов 
равносилен произведению суммы этих чисел (х-|-@) на их разность. 


(< —а). Итак имеем: 
22а а? —=(х-- а), 
а2? — 28 =—9(2? — а?) —=а(х-ра) &— а), 
после чего будем поступать по предыдущему: 


а(х— а) (= а} а(х— а) 
- а(х-ра) (х— а) х--а 


О нвбен а(1— а) № (а 

2 -2аз-|- а а(а-На) (1°— а?) в т (1—а) 
х--а —а(я--а) (@2— а. 
х (та) Е 


22—03 а(х-фа) (2— а?) 


Искомое наименьшее кратное знаменателей должно содержате. 
в себе сомножителя х--а во второй степени, х-——@ в первой сте- 
пени и а в первой стецеви, т. е. должно быть равно & (я-а)? (х— а). 
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0 его можно предоставить и в таком виде: а(х а)? (я— а) == 
—а(2--а) (&-|- а) (—-&==а(=-- а) (2? — а?). Поередетвом (мыслен- 
ного) деления полученного выражения а (х--а)? (х— а) на данных 
знаменателей отыскиваем дополнительных множителей а«(— а) и) 
2-|-@; на них нужно умножить соответственно числителей и знаме- 
нателей данных дробей, чтобы знаменатель их был равен данному 
выражению, а величина их не изменилась. Произведя эти умножения, 
получаем искомый результат, заметим, что мы не раскрываем скобок, 
так как в данном случае над дробями не приходится производить 
никакого дальнейшего действия и нам нет надобности выражать 
чисдителя и знаменателя в виде многочленов. 

На основании рассмотренных примеров мы можем теперь вывести 
правило приведения дробей к одному знаменателю. 

Чтобы привести несколько дробей к одному знаменателю, 
нужно найти наименьшее кратное знаменателей, разде- 
лить его поочередно на каждого из данных знаменате- 
лей и на полученные выражения (называемые допол- 
нительными множителями) умножить соответственно 
числителей данных дробей; полученные произведения 
будут числителями искомых дробей, а знаменателем 
их будет найденное наименьшее кратное. 

8 55. Сложение и вычитание дробей.— Когда в арифметике нам 
нужно было сложить дроби с одинаковым знаменателем, мы скла- 
дывали их числителей, а знаменателя оставляли без изменения. 
Покажем, что это правило остается справедливым и для алгебра- 
ических дробей. 


а 6 
Возьмем дроби ры и НР мы должны показать, что суммою их 


. Й 
Зудет дробь ай ‚ т.-е., что 
в теб ы-Ь 
в с и 


а 
Рассмотрим последнюю дробь 5 . Она представляет частное 
6 


от деления многочлена @--6 на одночлен 6; а чтобы разделить 
многочлен на одночлен, нужно разделить каждый член делимого 
на делителя и сложить полученные частныя (8 44); след., 
а--ь_ а ". ь 
о Рх. 6 
Если прочесть это равенство наоборот, то получим желаемую 
Формулу 


с с [й 


Выражая смысл ее словами, находим: чтобы сложить две 
дроби с одинаковым знаменателем, достаточно сло- 
жить их числителей и подписать под суммою их преж- 
лего знаменателя. 


а 
49 


Так как буквы а, би с могут обозначать какие угодно числа 
или выражения, и так как подобное рассуждение может быть повто- 
рено при каком угодно числе слагаемых, то найденное правило — 
общее; добавим еще, что если знаменатели дробей неодинаковы, то 
мы должны сперва привести дроби к одному знаменателю, руковод- 
ствуясь правилом предыдущего параграфа, а затем применить только 
что выведенное правило; полученную в результате дробь следует, 
если можно, сократить. 

Рассуждая подобно предыдущему, можем найти, что разность 


а 5 а у 
пробей а и Е равна дроби Е 


а— в 


[Я Г 


Смысл этой формулы таков: чтобы вычееть две дроби 
с одинаковыми знаменателями, достаточно вычесть 
их числителей и подписать под разность их прежнего 
знаменателя.—-как в арифметике. 

Нечего добавлять, что это правило является общим, так как 
а, В ис могут обозначать какие угодно числа и выражения; очевидно. 
также, что если данные для вычитания дроби имеют разных знаме- 
нателей, то их нужно сперва привести к одному знаменателю. а 
затем поступать по предыдущему правилу; полученную в результате 
дробь следует, если можно, сократить. 

Подобным же рассуждением можно распространить найденные 
правила на какой угодно ряк сложений и вычитаний. 

Сделаем теперь два примера. з 

Пуеть дано сложить дроби 


я Ея 
ото в 


Так как знаменатели а ТВ и а—6 суть выражения взаимно 
простые, то общий знаменатель пробей равен их произведению 
(«2 6) («—6)=а?— 2, а дополнительные множители будут соответ- 
ственно 4—6 и а- 6. 

Поэтому имеем: 


р Хх а(@а— Бу 2(@а--5) 
ь аты са а ь 


Если теперь сложить” числителей, раскрыть в полученном выра- 
жении скобки и сделать приведение подобных членов. то получим 
х(@а—в--х(а-- 6) =а—в--ах--6х==2а1; следовательно, иско- 
мая сумма 


Ея Е 2ахт 
а РАЯ 


Действие располагается сокращенным образом так: 


вы ОЕ 
=. 


— 
2 в х ах бх-рахбх дах. 
ав‘ а—6 — (@-5) @—-) м-в 
Еще пример: найти алгебраическую сумму дробей 


5 3 3т — 35 
БЕЗ щ 5—9 ПОВ 


Замечая, что 9%? —95 —=(3т-|- 5) (8т— 5), и что последний 
сомножитель есть величина, противоположная знаменателю второй 
дроби, находим, что для простоты вычислений удобнее всего переме- 
нить знак у знаменателя третьей дроби и, конечно, перед самой 
дробью. Тогда найдем: 


5 3 83т — 35 5 о 3$3т— 35 
Бет 5 ЗОБ а "ТР 
5—3%  Б-Зт 1 
— — — 
5 3 3 т — 35 
ее рита (5—3) 
__ 25 —15щ 15 | 9ж--3т— 35 _ 5—3Зт ыы 
= (53) 5—3ю®) бб зюм 6—3 БЕЗ 


Выведенное нами правило сложения и вычитания легко распро- 
странить на те случаи, когда‘в числе слагаемых и вычитаемых будут 
и целые выражения. В самом деле, всякое целое выражение равно- 
<ильно дроби, числитель которой есть это самое выражение, а знаме- 
натель равен 1; поэтому, напр., имеем: 


е 
нее ь _ае--6. а 
#- == т 


ве. 
г С 


ГЛАВА УШ. 
Освобождение уравнений от дробей. 


В 56. Второе основное свойство равных чисел.—- В арифметике 
мы встречались © таким свойством равных чисел: если равные 
числа умножить или разделить на равные, то получен- 
ные результаты равны между собой. Это свойство имеет 
место и для алгебраических чисел, как сейчас убедимся на частных 
примерах. 

Возьмем два равных числа: 24 и 30-|-(—6). Умножим первое из 
них на число —3; будем иметь 24. (—3)—=—12. Умножим теперь 
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второе тоже на—3; получим [30 -|-(— 6)]. (—3)=-—172, т. е. резуль- 
таты в обоих случаях одинаковы. 

Возьмем те же два равных числа: 24 и 30-1! (— 6). Разделиг. 
первое из них на—2; получим 24:(—2) =—12. Разделим теперь 
второе также на—2; получим [30 --(— 6)] :(— 2) = — 12, т. е. резуль- 
таты в обоих случаях одинаковы. 

Какие бы числа мы ни подбирали для проверки указанного нами 
свойства, мы убедимся, что оно всегда имеет место; заметим только, 
что в случае деления равных чисел на равные подразумевается, что 
делитель отличен от нуля, иначе деление не имеет смысла (8 25). 

Указанное здесь свойство равных чисел мы будем называть 
вторым основным свойством равных чисел (о первом 
см. 5 36); как сейчас увидим, оно будет применяться к преобразова- 
нию и решению уравнений. 

8$ 57. Освобождение уравнений от дробей.— При помощи только 
что указанного свойства равных чисел мы имеем возможность 
освобождать уравнение от дробей, т. е. приводить его к 
тавому виду, чтобы оно не содержало дробей. 

Пусть, напр., нам дано такое уравнение: 


#—5 я—2 
И ы 


2 
5—2 
з- бы Умножим каждое из них в отдельности на 10, т. е. па 


Здесь мы имеем два равных числа: первое ‚ и второе: 


наименьшее кратное обоих знаменателей; тогда полученные резуль- 


таты должны быть’ равны между собой. Помножим сперва 


на 


10; вместо того, чтобы множить сразу на 10 можно помножить сперва 


на 2, а полученный результат на 5. Но умножая дробь на ее 


знаменателя 2, мы получим в результате ее числитель х— 5 ($ 51); 
эго придется умножить еще на 5, и получим 5 (т— 5). Помножим 
2—2 
5 
ставляост из себя мпогочлен; умножая его первый член 3 на 10, полу- 


теперь правую часть равенетва (3+ ) на 10. Множимое пред- 


чим 30, второй же член множим на 10 так: сперва умножим 


&—2 
5 
иметь 2 (1—2). Все произведение, таким образом, равно 30 -|-2 (х— 2). 

Выразим теперь, что полученные в обоих случаях результаты 
равны между собой, и получим такое равенство: 


5 (2—5) —=30-2(#—2) 


на 5, получим х— 2; потом множим х— 2 еще на 2; будем 


Итак, мы привели данное нам уравнение к виду, не солержатему 
пробей, т. е. освободили его от дробей. Теперь можем без труда 
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обр 
р г" 
решить его при помощи извествых нам приемов, именно, раскроем 


скобки: 
52—25 —30-25—4; 


перенесем неизвестные члены в левую часть, а известные в праную: 


5Б—21==30—4- 95; 
сделаем приведение: 
. Ва = 
и отсюда имеем 5х — 17. 
Сравним теперь первоначальный вид нашего уравнения 


АВ, х—2 
2 ее 5 


с тем видом, который оно приняло после освобождения от дробей: 
5 (&—5)=30--2(#— 2). 


Видим, что знаменатели пробей, входивших в данное уравнение, 
исчезли, а числители их умножены: первый на 5, второй — на 2, т. е. 
каждый на соответствующего дополнительного множителя; целый же 
член нашего уравнения (3) умножен на 10, т. е. на наименьшее 
кратное обоих знаменателей. Теперь можем изложить правило в таком 
виде: чтобы освободить уравнение от дробей, доста- 
точно умножить каждый целый член уравнения на 
наименьшее кратное знаменателей всех дробей, а 
числителя каждой дроби— на соответствующего до- 
полнительного множителя, и сохранить между резуль- 
татами те же знаки, которые стояли у членов уравне- 
ния. 

Решим еще помощью освобождения от дробей такое уравнение: 


х—5 Ио. аи ЙЕ 
4 6 №! 15 3 
Общий знаменатель всех пробей есть 12; дополнительный мно- 
житель первой дроби равен 3, второй 2, третьей 1, четвертой 4; 


обозначив этих дополнительных множителей при каждой дроби, 
напишем уравнение так: 


З» эй 1 4 
— — — — 
1—5 1 5 1х 
4 $ - 12 3 
Применим тэперь только что выведенное сокращенное правило: 
умножим каждого числителя на стоящего при нем дополнительного 
множителя и поставим между результатами знаки, стоявшие между 
членами уравнения; найдем: 
8 (#—5)—2=5—4(7— 32. 
Теперь уравнение освобождено от дробей, и мы можек решить 
ого известными нам приемами: раскрывая скобки, имеем 


32—15 — 2—5 —28 4х, 
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мли, после приведения: 
32—17 =—23-- 42. 
Перенося теперь 3х в правую часть, а—23 в левую, находим 
—17-- 23 =4х— 3$, 


или, после нового приведения, 6-х, т.-е. х-6. 


ГЛАВА 1%. 
Умножение и деление дробей. 


5 58. Умножение дробей.— При умножении дробей в арифметике 
мы множили отдельно числителей и отдельно знаменателей, и первое 
произведение делили на второе. Покажем, что и алгебраические дробг 


а 
= И 7 можно перемножить по тому же правилу, т.-с. что 


#7 
а В аб 
т 


И тп 


аб 
Рассмотрим последнюю дробь и Она представляет частное от 
7 


деления аб на тя. Но чтобы разделить каксе-либо число на произ- 
ведение тя, можно разделить его сперва на одного сомножителя т, 
а затем полученный результат на я ($ 24), т--е. 


аб аб 
== | | ВА 
тя т 
А чтобы разделить произведение аб на т, достаточно раздезить 


на 2” одного сомножителя а и полученное число умножить на В 
(8 24), т.-е 
‚ т. -е. 


а 
Этот результат, т.-е. произведение —, Н8 Ь, мы должны разде- 


лить еще на 7; для этой цели опять достаточно разделить ня я одного 
сомножителя Р и на полученный результат умножить прежнего сомно- 


а 
жителя а таким образом, имеем: 


аб ав ( |?) а 6 
| = .р ———.—_ 
ти т т тж п 
Если теперь прочтем наше равенство наоборот, то (выпуская все 
промежуточные переделки) найдем 


Е 


. 


т п тп’ 


ы 3 


81 


6 Лебединцев. Руководство алгебры, ч. 1. 


гразим теперь смысл этой фо словами русскаго языка 
и получим следующее: чтобы пепдемножить две дроби, доста- 
точно перемножить отдельно числитедей и отдельно 
знаменателей и первое произведение разделить на 
Бторое. 

Правило это может быть распространено и на произведение 
скольких угодно дробей; так, напр., произведение трех дробей 


обозначает, что произведение первых двух множится на третью; 
поэтому 


и т. д. для накого угодно чиела сомпожителей; а так как притом 
данные буквы обозначают какие угодно числа или выражения, то 
наше правило является общим. 

Правило это распространяется и на тот случай, когда один из 
сомножителей будет целым; достаточно только подразумевать у це- 
лого выражения знаменатель 1. Напр.. 


пе рае де фь 
бы >. [Л ВР ОВ 
РИ пан 


Если пожелаем, то можем из этих формул вывести правило пере- 
множения целого выражения и дроби: при перемножении 
целого и дроби постаточно целое перэмножить е чис- 
лителем и подписать под полученным произведением 
прежнего знаменателя, — как и в арифметике. 

Рассмотрим такой частный пример: 


а--1 45 _ 40 (а-- 1 _ 45-41 _ 46 
в 1 6 Бао @—и а 


Замечаем по этому примеру, что после умножения возможно 
сокращение, причем сокращзется множитель, принадлежащий числи- 
телю первой дроби со множителем, принадлежащим знаменателю вто- 
рой, и множитель из числителя второй дроби со множителем из зна- 
менателя первой. Легко видеть, что если возможно сокращение, то 
оно всегда будет происходить по этому правилу; следовательно, мо- 
жем производить его иопосредственно над данными дробями и сокра- 
тить числителя первой дроби со знамензтелем второй, и наоборот; а 
если принять во внимавие, что и дявпые дроСи могут быть сами по 
себе сократимы, то можно это правило выразить короче: при умно- 
жении дробей сокращается любой числитель с любым 
знаменателем. 
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5 59. Пеление дробей.— Покажем, что и деление алгебряических 
прсбей, подобно остальным действиям, производится по тому же 
правилу, как и в арифметике, т.-е., что 


а Ь р 
В самом деле, разделить дробь — на —„ значит найти такое чис- 
т 
[А 
ло, которое, будучи перемножепо с делителем —„› пает в резуль- 
а ап 
тате делимое — , но дробь =ф БАК раз удовлетворяет этому требова- 
т т 


Ь 
нию, так как умножив ее мы › мы получим: 


ап 6 апь а 
т п тв т 


ап г. 
Следовательно, дробь — и есть искомое частное дапных дробей 


ть 


Выражая теперь это равенство словами, находим, что правило 
деления дробей следующее: чтобы разделить дробь на дробь, доста- 
точно перемножить числителя первой дроби со зна- 
менателем второй и числителя второй со знаменате- 
лем первой, и первое произведение разделить на вто- 
рое,— как в арифметике. 

Выведенное нами правило, конечно, является общим, так как 
буквы а, 6, ти я могут обозначать любые числа или выражьния. 

Правило это может быть распространено и на случаи. когда де- 
лимое или делитель будут целыми выражениями; нужно только под- 


разумевагь у целого выражения знаменатель 1: 
® 


Ра. бы © 
о, м 
а ПЕ о 

то о мо 95° 


Отсюда можем, при желании, вывести правила: чтобы разде- 
дить целое на дробь, нужно целое умножить на знаме- 
нателя и разделить на числителя; чтобы разделить 
дробь на целое, нужно числителя оставить без измене 
ния, а знаменателя умножить на это целое, — как в ариф- 
метике. й 
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Рассмотрим теперь такой пример: 


а—= (а— 2)? _ (а—&)-5(@--=) аа 


х ‘2(а-а >) а— =’ 


Из этого примера видно, что после деления возможно сокращение 
полученной дроби, при чем сокращаются общие множители, принад- 
лежавшие или обоим числителям, или обоим знаменагелям; так 
как подобное правило является общим, то можно производить упро- 
щения и до деления, сокращая числителя с числителем и 
знаменателя со знаменателем. 


ОТДЕЛ ТУ. 


Общее понятие о равенствах; уравнения первой 
степени. 


ГЛАВА Г. 


Разделение равенств. 


8$ 60. Понятные о равенстве. — В предыдущих отделах мы позна- 
комились с некоторыми свойствами равенств и с некоторыми приемами 
решевия уравнений. Теперь мы займемся более подробным изучением 
того и другого вопроса. Мы упоминали (8 2), что равенством 
называется формула, состоящая из двух (числовых 
или буквенных) выражений, соединенных знаком ра- 
венства; так, напр., формулы: 


будут равенствами. 

8 61. Разделение буквенных равенств. Равенетва безусловные 
и условные, — Легко убедиться, что существуют такие равенства, ко- 
торые справедливы при каких угодно значениях входящих в них 
букв; возьмем, напр., равенства 


(а НВ) ес =ве- с, 
#9) &-У==2— у. 


Первое из них выражает ту мысль, что умножить сумму двух 
чисел а и В на третье число с — все равно, что помножить порознь 
каждое из слагаемых на с и полученные результаты сложить, т. -е. 
оно выражает распределительный закон умножения, справедливый для 
любых чисел (58 22 и 25); второе же равенство выражает суждение 
о том, что произведение суммы двух чисел, хи у, на их разность 


84 


равно разности квадратов этих чисел, а это положение было в свое 
время (8 46) выведено для любых числовых значений хи у. 
Поэтому, если бы мы стали придавать буквам а, 6, с... какие- 
либо числовые. значения, то левая и правая части каждого равенства 
будут иметь одну и ту же числовую величину. 
Напр., если 
Е: Аб -= 3:46 —. 


то первое равенство дает 
(5--3)-2=5.2--3-2, или 16 =16. 


Если же а=5, В-==— 6, с—=— 2, то оно обращается в такое: 

6-91. <-2)=5.(-2)--С-9. С-2), или 2=2, ит. д. 

Такие равенства, которые остаются справедливым и 
при каких угодно числовых значениях входящих в 
них букв, будем называть безусловными. 

Иные же равенства справедливы не при всяких значениях вхе- 
дящих в них букв, а только при особом подборе этих значений; так, 
напр., равенство 

—5=3, 


выражающее ту мыель, что разность между некоторым числом х и чис- 
лом 5 равна 3, очевидно, справедливо лишь тогда, когда #=5-[ 
—-3==8; действительно, 8—5 —3; при всяком же ином числовом 
значении х равенство наше перестает быть справедливым; так, напр., 
если 1—=10 или 1, то имеем 10—5-231), 1—5-23, и равенство 
наше ужене имеет места. 

Подобным же образом равенство 


ВЕН В 


справедливо при 1=20, а=—24==10, так как 20—2.10, а также п 
при х—35, а=5, {—17, тав как 35 —5-7; если же, напр., 1==28, 
@а==2, #=—16, то имеем 28 2-16, и равенство наше не имеет места. 
Вообще если мы желаем, чтобы наше равенство оправдывалось, мы 
можем совершенно произвольно задать значения двух букв, напр., & 
и $, но значение третьей буквы (5) должно быть таково, 
чтобы ему равнялось произведение значений букв аи 
$, а иначе равенство ве будет иметь места. 

Такие равенства, которые не остаются справедли- 
выми при всяк их значениях входящихв них букв (и ко- 
торые справедливы обыкновенно при некотором опре- 
деленном подборе этих значений), мы будем называть 
условными равенствам и. 

С условными равенствами мы также встречались в предыдущих 
отделах; именно, те уравнения, которые мы до сих пор решали, были 
условными равенствами. Возьмем, напр., уравнение 

Я» 


. = —6==13, 


=) Знак 52 обозначает не равно. 
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которое мы рассматривали в 8 6; мы натли тогда, что оно имеет 
решение х==63; подставляя в наше равенство вместо х число 68, 
получим: 


В 629—513, 


т.-е наше равенство справедливо; если же припапим букве х какое- 
либо другое значение, напр., < = 70, то равенство не будет иметь 
места: 


2-1 2.10 —5==15, а 15-213, 


Таким образом, наше уравнение есть условное равенство. 

8 62. Уравнения и тождества. —Мы условились раньше ($ 7) 
называть уравнением такое равенство, на основании которого мы 
должны были определить величину неизвестного; теперь мы можем 
выразить эту мысль иначе. Именно, условимся называть урав- 
ненпями такие равенства, в которых требуется подби- 
рать значения одной или нескольких букв так, чтобы 
равенство было справедливо. 

Прочие же равенства, т.-е. такие, в которых не тре- 
буется подбирать значений входящих в них букв 
с тем, чтобы равенство было справедлино, будем назы- 
вать тождествами. 

Легко видеть, Что одпо и то же равенство по смыслу своему 
может быть и тождеством, уравнением; так напр., равенство 


а 


= 
р) 


может выражать утвердительную мысль: «Частное от деления данных 
чисел а и 6 равно частному от деления других данных чисел си 4», 
и тогда оно булет тозкдеством; если же оно возникло из решения 
задачи и выражает собою вопрос, напр., такой: «Как велико то число 
а, которое, будучи разделено на 6, даст в результате число, равное 
частному от деления с на 4» — то оно будет уравнением. 

Числа, входящие в уравнения, мы будем разделять, подобно 
предыдущему, на два разряда. Те из них, значения которых должны 
быть так подысканы, чтобы данное равенство было справедливо, 
называются неизвестными: прочие же, т.-е. такие, значения ко- 
тсрых в разбираемом уравнении предполагаются данными, будем 
называгь известными. 

Хотя известные и неизвестные числа могут быть обозначены 
любыми буквами, но принуто для отличия неизвестные числа обозна- 
чать последними буквами азбуки (7, 9, 2, $0...), а известные — 
пурвыми или средними (а, $, с, т, »‚р...). 

Рассмотренное выше уравнение 


2% 
ур 
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содержит только одно неизвестное число и потому называется урав- 
нением Сс одним неизвестным; но могут существовать уравнения 
с двумя, тремя и т. д. неизвестными: так напр., уравнения 


ЗЧ Ь, 
ях 2у—32==25 


содержат: первое — два, а второе —три неизвестных, если мы подра- 
зумеваем, что в первом случае значения обеих букв хи у, а во вто- 
ром — всех трех букв х, у и 2 должны быть так подобраны, чтобы 
рэгенство оставалось еправедливым. 

Гешить уравненпо значит найти, при каких значениях неизве- 
стных оно будет справедливым; эти значения называются его реше- 
ниями или корнями. 


ГЛАВА ЦП. 


Основные свойства равенств и их применение к выводу свойств 
пропорций. 


$ 63. Основиые свойства равенегв. — В предыдущем отделе мы 
познакомились с двумя основными свойствами разных чисел, а именно: 
1) если к равным числам прибавить поровну или отнять от них 
поровну, то полученные результаты равны; 2) если равные числа 
умножить или рг`пелить на равные, то полученные результаты раввы. 
Так как левая и правая часть всякого равенства представляют равные 
числа, то мы можем выразить эти свойства другими словами, как 
основные свойства равенств: 

1) Если в обепм частлы равенства прибавить поровну 
или отнять от них поровну, то полученные резуль- 
таты равны. 

Если 06е частп равенства умножить или разделить на 
равные числа, то полученные результаты равны. 

При этом, конечно, подразумевается, что в случае деления дели- 
тель не равен нулю (3 25). 

$ 64. Понятия о пропорциях. Основлые свойства пропорций. — 
Рассмотренвые нами общие свойства равенств дают возможность разо- 
брать свойства некоторых особых равенств, упоминаемых и в ариф- 
метике и назывземых пропорциями. 

Пропорцией будем называть такое равенство, каждая часть кото- 
рого представияет из себя частное двух чисел (отличных от нуля). 

Так равенство 


а [я 
в или в ином виде а: В —с:а 
есть пропорция; равенства 
. $ в, п т —й 203 
А ны 


представляют из себя пропорции. 
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Числа а, 6, си 4 называются членами пропорции, а каждое из 
двух частных, составляющих пропорцию (&:6 ис:6) отношением; 
в каждом отношении число, являющееся делимым, называется преды- 
дущим членом, а число, являющееся делителем, — последу- 
ющим членом отношения; в данной пропорции предыдущие члены 
а и с, а последующие в и а. 

Заметим еще, что члены а и 4, стоящие в ниёчале и вконце про- 
порции а:6==6:@, называются крайними, а члены В и с, стоящие 
в средине ее, средними; эти названия удерживаются и тогда, 
когда пропорция написана в виде рав ›нства двух дробей: 


=. 
ре 


Основное свойство пропорпии таково: произведение край- 
них членов равно произведению средних. Докажем это. 
Возьмем пропорцию 


и умножим каждую часть ее на произведение последующих членов 
ф и 4; по предыдущему полученные результаты должны „быть равны 
(5 63), и получим 

а 


—. Ва = 


с 
$ —1*84, 


или после сокращения: 
аЯ=5с, 


т.-е. наше положение доказано. 

Разделим теперь полученное равенство а4==с поочередно на 
произведения СЧ, аб и ас (это возможно, так как ни одно из коли- 
чесв а, В, си @ не равно нулю); полученные каждый раз резуль- 
таты равны между собой, и мы найдем три новых пропорции: 


аа _ 66 и & Го 
са с4 С а ' 
а _ 6 а _ с 
ВИ РН рН › 
ай Бе а Ь 
—— = или НЫ 
ас ас @ а 


мы можем вывести заключение, что в пропорции можно пере- 
ставить между собою средние члены, крайние и, нако- 
нец, теи другие вместе, и все новые равенства будут спра- 
ведливы. 
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Если снова возьмем равенство 


аа= с 
разделим обе части его поочередно на а, а, Би с, то получим: 
бе 6с аа ай 
Я— а — —— —_== — —6 
{ Я" 6 ь 6 ; 


т.-е. каждый из крайних членов пропорции = произве- 
дению средних, деленному на другой крайний, каждый 
из средних членов пропорции==произведению край- 
них, леленному на другой средний. 

8 65. Производные пропорции. Свойство ряда равных отноше- 
чий. — Возьмем основную пропорцию 


а с 


1 сделаем в пей такие преобразования: 
Прибавим к обеим частям ее по 1; тогда полученные результаты 
будут также равны: 


Я с 
ВИ Ва 


произведем теперь в каждой части сложение дроби с целым по изве- 
<тным нам правилам: 


а и 2 а а-|-а са 
т В т 

Но аи б в основной пропорции были членами первого отно- 
шения, се и @ — членами второго отношения, при чем а и с были 
предыдущими, В и @—последующими, следовательно, полученная новая 
пропорция, будучи прочтена словами русского языка, гласит следующее. 

Во всякой пропорции сумма членов первого отношения 
так относится в своему последующему, как сумма чле- 
нов второго отношения относится к своему после- 
цующему. 

Возьмем снова основную пропорцию 


а 6 
оо 
и вычтем из обеих частей ее по 1; тогда полученные результаты 
Зудут также равны: 
а с 


в 20 


Ь а 


*.. 
Заменив в каждой части разность дроби и целого равносильною 
пробью, получаем 

@ Г с а а—Ь са 


г 
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т.-е. разность членов первого отношения так отно- 

сится к своему последующему, кзк разность членов 

второго отношения относится $ своему последующему. 
Возьмем, наконец, обе новых пропорции 


а ста аб -с—а 


5 и” "2 Е] 


и разделим их почленно друг на друга; получим Иовое равенство 


т.-е. сумма членов первого отношения так относится 
к их разности, как сумма членов второго отношения 
к их разности. р 

Полученные нами три новых пропорции называются производ- 
ными: подобным же путем можно было бы вывести еще немало дру- 
гих производных пропорций, но мы этим заниматься не будем. 

Свойства пропорций имеют большое применение в геометрии 
и физике; нужно только заметить по поводу их следующее. До сих 
пор мы считали члены пропорций выражающими отвлеченные числа. 
Но если пропорция выражает, напр., результат какого-нибудь изме- 
рения, то члены ее могут обозначать именованные числа; напр., 
в пропорции . 


8 


й 
5 НЫ 
количества $ и $, могут выражать расстояния, пройденные пешехо- 
дом при рзвномерном движении, а ф и & — соответственные проме- 
жутки времени, или же зи $, могут обозначать дуги центральных 
углов в одном и том же круге, афи & — соответствующие углы 
ит. д.; вообще, $ и $, могут быть двумя значениями одпой величины, 
афи {1 — двумя значениями другой. В таких случаях заметим, что 
те свойства пропорций, которые не основаны на перемножении ее 
членов сохраняют свою силу и в этом случае (напр., выведенные 
нами производные пропорции); те же свойства, которые основаны 
на перемножении членов пропорции, напр., основное свойство про- 
порции — произведение крайних членов равно произведению средних— 
неприменимы к случаю именованных членов пропорции и имеют 
место лишь для соответствующих им отвлеченных числовых значений. 

Укажем еще на одно свойство ряда равных отношений, имеющее 
применение в геометрии. Свойство это следующее: 

сли имеем ряд равных отношений: 

Ола р 6 т 


> 
@ В, Е. т 


то сумма предыдущих членов так относится к сумме 
всех последующих, как каждый из предыдущих ев 
своему последующему. 
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Чтобы доказать справедливость этого положения, обозначим чис- 
ловую величину каждого из равных отношений через й, так что 
будем иметь: 


@ в, Сл Н 


Отсюда найдем (так как всякое делимое равно произведению 
делителя и частного): 


а=ай 
6—6. 
6=сй 
==. 


Складывая все левые части равенств, а затем все правые, мы 
получим равные суммы, т.-е. 


ав ро-- тай (а Ры Ба---т). 


Разделяя теперь обе части равенства на а Ро --..-- т, 
получим равные частные: 


атьЬ ет... т Г. 
а ыы ‹ 
Но равно любому из наших отношений; следовательно, 
ЕЕ РИ. ПИ "с и т 
ао. в &  _ т’ 


т-е. наше положение доказано. 


ГЛАВА Ш. 


Разделение уравнений. Решение уравнений 1-й степени с одним 
неизвестным. 


$ 66. Разделение уравнений. Коэффициент при неизвестном. — 
Мы будем“ называть пелыми такие уравнения, в которых обе части 
суть выражения целые относительно неизвестных (или же оцна часть 
есть выражение целое относительно нензвестных, а другая вовсе не 
содержит неизвестных), напр., 


Е Ш ор 1 2—2 1 
5 а В бе И 


Уравнения же, в которых хоть одна из частей есть выражение 
дробное относительно неизвестных, будем называть дробными, напр.- 
* А 


1 а 6 
Ру=1, у 


х—3 
*) В этих примерах неизвестные обозначены последними буквами азбуки. 
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Будем рассматривать пока только целые уравнения и 6у- 
дем различать их по степени неизвестных следующим образом: 

Если уравнение содержит одно неизвестное, то степенью его бу- 
дем считать наибольшую наличную степень этого неизвестного, тзк, 


напр., уравнение 
ах —ех--6 


будет уравнением первой степени, 
уравнение а2?-- 65 |- с=0 — второй степени, или квадратным, 
> 23-—-12|-2--1=—=0-—— тротьей степени, и т. д. 
Если же уравнение содержит несколько неизвестных, то степень 
эго мы будем определять по сумме показателей при неизвестных в 
том члене, в котором эта сумма наибольшая; так напр., уравнения 


2? -|- 92—34, 
ау 2у=4 


зулут уравнениями второй степени; уравнения же 


зу -- гу? = т, 
хуг —=10 


будут уравнениями третьей степени, и т. д. 

Заметим еще, что при изучении уравнений слово «коэффициент» 
мы будем употреблять в несколько ином смысле, чем раньше. Именно, 
до сих пор мы называли коэффициентом число, являющееся сомно- 
жителем при буквенном выражении, так что, например, в вырзжении 
Заху число 3 было коэффициентом при аху; теперь же мы будем 
выражаться так лишь в случае, если все три числа а, х и у обозна- 
чают неизвестные величины; если же только хи у являются нейз- 
зестными, а число & известное, то мы будем называть За коэффици- 
энтом при ху; наконец, если только у является неизвестным, то будем 
называть выражение Зах коэффициентом при у. 

Таким образом, в уравнении мы будем называть коэффициентом 
всякое известное число, являющееся сомножителем при каком - либо 
из неизвестных. 

$ 67. Общий способ решения уравнения 1-Й етепени е одвим 
неизвестным. — В предыдущих отделах мы неоднократно решали раз- 
личные уравнения 1-й степени с одним неизвестным. Выразим теперь 
«общий способ решения таких уравнений. 

Пусть нам дано решить уравнение: 


7(2—5) 32-8 _5(4—® 3 
6 рис 9% 


Чтобы освободить его от дробей, эяметим, что наименьшее крат. 
ное знаменателей всех дробей равно 72, и обозначим дополнительных 
множителей для каждой дроби: 


12 6 8 9 
7—5) 328 549 35° 
6 Бир еды... +8." 


Освободим теперь уравнение от дробей; 
84 (х—5) —6(3=— 8) =40 (4—2) —2174&. 
Раскроем скобки: 
84;— 420—181 48160 —405— 39 ^. 


Перенесем неизвестные члены в левую часть, а известные — 
правую: 
84218 2-1- 405-272-160 | 420 — 48. 


Сделав приведение, имеем: ; 


133 #==582, 
откуда х==532:133 ==4. 


Возьмем еще пример с буквенными коэффициентами при неиз 
вестном: 


х БС 2ах 
с—@ а? 


Замечаем, что наименьшим кратным зиаменателей является выра- 
жение с? — 42, и освобождаем уравнение от дробей: 


6-Я 6—4? 7 
= м — 
2$ Зы. 7 ат 
с—а фа” 


(< а);—56(с? — а?) =24х 
Перенесем теперь неизвестный член 2х в левую часть, @ изве 
стный — 5с (с? — а?) в правую: 


С-Та) = —2аж==56 (с? — @?) 


В левой части полученного уравнения возьмем за скобку 2, по- 
лучим (с 4—294)х, или после приведения в скобках: (с — Ч), 
уравнение примет такой вид: 


(е—4)==56(6? — 4?). 


Чтобы получить х, нужно, очевидно, разделить обе части урав- 
5е ния на с — 4, т.-е. на коэффициент при 2; найдем: 
5е(62 — 4? 
а) бе(е а). 


На основании разобранных примеров можем теперь вывести сле- 
дующее правило: 

Чтобы решить уравнение 1-Й стопени с одним неизвестным. 
нужно произвести в нем следующие преобразования: 

1) раскрыть имеющиеся скобки; 

2) освободить уравнение от дробей; 

3) перенести члены, содержащие неизвестное, в 
одну часть, а прочие в другую; 
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4) сделать приведение, а если та часть уравнения, в Ккото- 
рую перенесепы члены, содержаштие неизвестное, является многочле- 
ном с буквенными коэффициентами, то вывести в этом многочлене 
неизвестное за скобку и, наконец, 

5) разделить обе части уравнения на коэффициент 
при неизвестном. 

Разумеется, это правило дает лишь общие указания. В частных 
случаях нужно полъзоваться всеми возможными приемами упрощений 
и, осли нужно, изменять порядок преобразований, добивзясь всегда 
того, чтобы уравнение было решено наиболее легким и быстрым 
‘способом. 

На следующих примерах будет видно, какие иногда возможны 
упрощения при решении уравнений. Пусть нам дано уравнение: 


(2—5 (—=5=—2(-- 4). 
Раскрыв скобки, имеем: 
б— Зи 52—5=—5л —2х— 8. . 


Теперь замечаем, что в обеих частях уравнения есть совершенно 
одинаковые члены (55, и 52). Очевидно, их можно вовсе отбро- 
ить (отбрасывая их, мы отнимаем от обеих частей равенства поровну, 
именно по 5х, а следовательно, полученные остатки равны); уравне- 
ние примет вид: 

6—3 —5—=— 2—8, 


или, после приведения: 
—3=—1=—=—25— 8. 


Теперь переменим знаки у всех членов уравнения 
{переменяя знаки у всех членов, мы умножаем обе части равенства 
на —1, следовательно, полученные произведения равны); будем иметь: 


32—1=—=2#-8. 
Решая это уравнение помощью перенесения членов, найдем: 


32—25=8-1 1, 
== 
Возьмем еще уравнение 
5(#—4)=15. 


Вместо раскрытия скобок сразу разделим обе части равен- 
ства на общего их сомножителя 6; будем иметь 


с 


#—4—3, 
откуда Ре 


Эти частные приемы нужно замэтить. Они могут быть изложены 
так: 
1) Если в обеих частях уравнения есть совершенно 
одинаковые члены, то их можно вовсе отбросить. 
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2) В случае надобности можно переменить знаки 
у всех членов уравнения. 

3) Если обе части уравнения имеют общего сомно- 
жителя, то на него можно сократить все уравнение. 

$ 68. Предположсние, яж котором было основано рентение 
уравнений. Особые случая при решении уравнений 1-й степени е 
одним неизвестным. — Приступая к решению какого-либо данного 
нам уравнения, мы всегда предполагали, что оно имеет ре- 
шение т.-е., что существует такое число, которое, будучи подстав- 
лено в уравнение вместо неизвестного, обращает обе его части в 
равные числа; вместе с тем мы подразумевали, что именно эго число 
и выражено в данном уравнении буквою 5 (или другой, обозиачаю- 
щей неизвестное), и что при всех преобразованиях нашего уравнения 
буква т (или другая соответствующая) продолжает выражать это са- 
мое число. Только при таком предположении мы имели право считать 
обе части уравнения за определенные, равные между собой числа и 
приписывать им основные свойства равных зисел. 

До сих пор мы имели дело с такими уравнениями, при решении 
которых это преположение всегда оправлывалось, и каждое из ре- 
шаемых нами уравнений имело одно только решение, равное положи- 
тельному или отрицательному числу, или нулю. Но это не всегда так 
бывает. 


Пусть, напр., нам дано такое уравнение: 


3 (1— 82) | 27=--3=3 (а 2). 


Предполагаем, как и всегда, что уравнение имеет решение, и делаем 
в нем преобразования; раскрыв скобки; имеем: 


$ — 2451-29 8 = 32-6, 


а после приведения получаем: 
32-11 =3=7-16 


Если теперь отбросим в обеих частях уравнения одинаковые члены 
(3х и 3х), то придем к явно неверному равенству 


ТА—6. 


Полученный нами явно неверный вывод показывает, что наше 
предположение в данном случае исверно. В самом деле, рассмотрим 
полученное нами уравнение Зх-|- 11—36. Какое бы число мы ни 
подставляли в него вместо х, его левая часть (32-11) будет иметь 
числовую величину на 5 единиц большую, чем правая (32-Е 6); сле- 
довательно, не существует такого значения 2, при котором числовая 
величина обеих частей уравнения была бы одинакова. Иными словами, 


уравнение Зх-|-11—3=х-|-6, а следовательно и данное нам уравнение 
ме имеет решения. 


Пусть теперь нам нужно решить уравнение 
9(#—3)-7(1—2)=2(@&— 10). 
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Раскрыв скобки, приводим его к виду: 
9%— 27-17 —7х=2%— 20, 


или после приведения: 
2х—20—=2ж—-29. 


Очевидно, какое бы число мы ни подотавляли в это уравнение 
вместо 1, обе его части будут всегда иметь одинаковую числовую 
величину: уравнение 25—20 =85— 20, а вместе с тем и данное нам 
уравнение справедливо ири веяком значенни х, иначе говоря, оно 
есть безусловное равенство. К тому же выводу мы пришли 
бы, если бы стали продолжать его решение по обычным правилам: 
отбрасывая от обеих частей уравнения 2х—20—2х—20 одинако- 
вые члены, получаем 0—0 т.-е. безусловное равенство. 

Итак, мы видим, что уравнение 1-й степени с одним неизвест- 
ным может иметь одно решение, или не иметь вовсе решений, или 
быть безусловным равенством, т.-е. оставаться справедливым при 
любом значении неизвестного. 

8 69. Решение дробных уравнений, приводимых в уравлениям 
1-Й степены е одним неизвестным. — Рассмотрим некоторые частные 
случаи дробных уравнений, решаемых помощью тех же рассуждений 
какие были применены к решению целых уравнений 1-й степени с 
одним неизвестным. 


1 12 Г 2 
) Е 

Если мы оставим без рассмотрения случай, когда х==0, то к на- 
шему дробному уравнению будут применимы все те рассуждения, 
которые были высказаны относительно преобразования целых урав- 
нений; следовательно, мы в данном уравнении можем переносить члены 
из одной части в другую по тем же правилам, которые были выве- 


8 
дены выше (8 38); перенося (с обратными знаками) > в левую часть, 


1 
а— в правую, получим: 


10 
р РЕ | 
1 тж 5 16; 
или позле приведения: 
НР: 
в 


Таккак мы исключили из рассмотрения случай когда 2 — 0, то можем 
освободить это уравнение от дробей, и получим 4. 2=—=х, т.-е. Еее, 
Это значение не совпадает с исключенным 5—0, и потому является 
решением уравнения; в справедливости этого легко убедиться подста- 
новкой. 

51-82 _45— 8х 
ель 13—22 


2) 
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Чтобы можно было решить это пробное уравнение по правилам, 
выведенным для целых, исключим из рассмотрения те случаи, когда 
знаменатели дробей обращаются в нуль т.-е. те значения х, которые 
удовлетворяют условиям: 


З-22=0и 13 — 21-0. 


Эти значения будут #11, и 1=61,,, полученные путем ре- 
шения последних уравнений. 

Исключив эти значения, освобождаем уравнение от дробей и ре- 
шаем его по общему способу: 


(5--82) (13 —22) = (45—84) (8-22), 
65 -|-104= —105— 162—135 — 242-905 — 16.2 
65 942—135 662, 
28—70, 
%==21].. 


Так как это значение 2 не совпадает ни с одним из исключенных 
то оно должно удовлетворять данному уравнению, в чем легко убе- 
пится подстановкой. 

Подобный способ может быть применен и к решению других 
пробных уравнений; однако заметим, что если числители и знамена- 
тели дробей содержат х в первой степени, то после освобождения 
уравнения от дробей мы можем притти к уравнению, содержащему 52, 
при чем члены с квадратом неизвестного могут и не уничтожиться, 
как это было в последнем примере; а потому дробные уравнения мы 
можем решать только в частных случаях, подобных указанным выше. 

$ 70. Применепие уравнений 1-Н степени с однии неизвестными 
к решению задач. —Мы уже неоднократно решали различные задачи 
посредством составления из их условий`уравнений 1-й степени с одним 
неизвестным; здесь мы рассмотрим еще несколько подобных примеров. 

Задача 1. Несколько Учеников составляют складчину для покупки 
учебника. Если каждый из них внесет по 18 коп., то им не хватит 
6 коп., а евли каокдый внесет по 15 коп., то они соберут необходимую 
сумму дене и сверх тою еще 10 кон. Сколько было учеников и какую 
сумму денег они хотели собрата? 

Обозначим число учеников через 5; если каждый из них даст 
по 13 коп., то всего соберется 135 коп.; чтобы иметь необходимую 
сумму, они должны будут иметь еще 6 коп., следовательно, эта сумма 
равна 1832--6 коп. Во второй же раз каждый даст по 15 коп ‚а все 
вместе 15 коп.; в этом числе заключается по условию лишних 13 коп., 
следовательно, необходимая сумма равна 151—10 коп. Так ках оба 
выражения 135--6 коп. и 15—10 коп. обозначают одну и лу жо 
сумму денег, то можем написать: 


155 -10 —13х-- 6. 
Чтобы решить это уравнение, поренесем члены, содержащие х 
в левую часть, а прочие — в правую; тогда получим: 


155 —18#—6-1 10, 
или = ЦВ) 
откуда Е 
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Таким образом, учеников было 8; искомая же сумма, согласно 
предыдущему, равна 15 5——10 коп. Подотавляя в это выражение вме- 
сто х его числовое значение 8, найдем 15.8 — 10==120 —10 —=110, 
т.е. ученики намеревались собрать 110 коп., или 1 р. 10 коп. 

Мы решили задачу, приняв за неизвестное число учеников; заме- 
тим что выбор именно данного неизвестного не является обязатель- 
ным, и укажем сейчас, как решается эта же задача, если за неиз- 
вестное принять требуемую сумму денег. 

Пусть искомая сумма денег == коп.; в первый раз, по условию 
задачи, ученики соберут на 6 коп. менее этой суммы т.-е. 2—6 коп. 
но каждый из них даст при этом 13 коп.; следовательно, число уче- 


р. 


ников равно . Во второй раз ученики соберут на 10 коп. более 


13 
искомой суммы, т.-е. 2-10 коп., и каждый даст тогда по 15 коп., 
в-- 10 
следовательно, число учеников равно а. Выражая при помощи 


алгебраических знаков, что число учеников в обоих случаях одно н 
то же, мы можем написать: 


Я б щие 


ыы 13 15 
Чтобы решить это уравнение, освободим его от дробей: 
15 (2—6) =13 (#-Е 10). 


Гаскроем скобки: 
15 2—90 —132-[ 130, 


откуда 15 2— 132 =130- 90, 
или 28200. 
а следовательно, 2 == 110. 


Искомая сумма равна 110 коп., а число учеников, обозначенное 
в 10 2—6 110-10 8 
выражением — (лы 15 и равно ——— ‚т... 8. 

Задача 2. Оумма цифр некоторою двузначною числа равна 11; 
сли же к этому числу прибавить 45, то получится число, написанное 
знеми эюе цифрами, но в обротном порядке. Как велико это число? 

При решении этой задачи примем за неизвестное не самое иско- 
мое число, а число его единиц или десятков. Пусть, напр., число 
десятков ==5; тогда число единиц —=11— 4; итак, искомое число со- 
держит х десятков и 11—52 единиц. Так как каждый десяток содер- 
жит 10 единиц, то в х десятках заключается 105 единиц; сверх того, 
в нашем числе есть еще 11—15 единиц, следовательно, всего оно 
содержит 105- (11 —4) единиц. Если же составить число из тех же 
цифр, но написанных в обратном порядке, то оно будет содержать 
11 —х десятков и х единиц; так как в каждом десятке 10 единиц, 
го в 11-—х десятках заключается 10 (11—54) единиц, а во всем об- 
ращенном числе 19 (11-—2)--х единиц. Согласно условию, если 
к искомому числу прибавить 45, то в сумме получится обращенное 
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число, выражая эту мысль алгебраическими знаками, получаем ура- 
знение: 


10 #-|- (11 —3}--45 = 10 (11—э-х. 
Раскроем скобки: 


105-11 —#2--45—=110—10 2-х, 


ли после приведения: 9Эж-|- 56 = 110 —9%х; 
отсюда 9&—- 9%=110— 56, 
или 18254, 
а следовательно, ЕВ, 


Итак десятков в нашем числе 3; единиц будет 11—х, т.-е. 8, 
з искомое число, очевидно, 38. = 

Очевидно, что для составления уравнений, выражающих условие 
задачи, нельзя вывести общих правил; однако, можно сделать сле- 
дующие общие указания, которыми следует руководиться. 

Необходимо прежде всего сделать выбор и обозначение неизвест- 
ного. За неизвестное обыкновенно принимают ту величину, о которой 
<прашивается в задаче; однако, иногда (как в задаче 2-й) бывает 
удобно принять за неизвестное не самую искомую величину, & дру- 
тую, от которой искомая так или иначе зависит. 

Затем необходимо сделать выбор единиц, в которых будет выра- 
жаться неизвестное (напр., если ивизвестное обозначает промежуток 
времепи, то надо узнать, выражается ли оно в часах, минутах, ©е- 
кундах или других единицах, и т. д.), если при этом неизвестное 
может иметь два противоположных направления, то надо условиться, 
какое из них считать положительным и какое — отрицательным. 

После этого нужно из числа величин, входящих в задачу вы- 
брать такую, относительно которой были бы даны два различных 
условия (в первой задаче такой величиной при первом способе ре- 
шения была искомая сумма денег, а при втором —— число учеников, 
ит. д.). Выбрав ее, мы должны выразить существующие относительно 
нее два условия алгебраическими знаками, т.-6. составить два выра- 
жения, которые указывали бы, какие ‘действия и в каком порядке 
нужно совершить над данными в задаче величинами и искомой, что- 
бы получить выбранную нами; при этом нужно соблюдать условие, 
чтобы оба раза выбранная нами величина была выражена в одних 
и тех же единицах. Затем составленные нами выражения соединяются 
знаком равенства, и получаемое уравнение нужно решить. 

Корень полученного уравнения выражается отвлеченным числом; 
чтобы дать ответ на задачу, нужно приписать этому отвлеченному 
числу наименование величины, принятой за неизвестное. 

8 71. Истолкование смысла решений уравнений, составленных 
из условий задач. — Когда решено уравнение, выражающее условие 
данной задачи, нужно составить ответ на вопрос задачи и указать, 
возможна ли задача при данных условиях, или нет, а если невозмо- 
жна, то почему. В разобранных нами до сих пор числовых задачах 
решение уравнения выражалось положительным числом, и задача 
Отдла всегда возможна; так оно будет и вообще, если составленное 


1* 39 


нами уравнение дает положительное решение, за исклюлением лишь. 
некоторых особых случаев. Рассмотрим, напр., такую задачу. 

Задача 1. 1-4 землеконов вырыли ров в некоторое число дней, рабо- 
тая еоюедневно по 10 часов. Сколько часов еокедневно долоюны рабопиить 
5 землекопов, чтобы вырыть тот же ров в то эже число дней? 

Обозначив искомое число часов ежедневной работы через х, за- 
ключаем, что х во столько раз больше 10, во сколько раз 14 более 
5, т.-е. имеем уравнение: 

х 14 


10 5’ 
откуда 2= .10==28, т.-е. рабочие должны были бы работать по 


28 часов в сутки. Задача, очевидно, невозможна, несмотря на поло- 
жительный ответ, потому что искомое неизвестное есть число часов: 
ежедневной работы и не может быть более 24. 

Подобным же образом была бы невозможна задача, в которой 
_ спрашивалось бы о Числе рабочих, а полученный ответ был бы ра- 
ен дробному числу. Рассмотрим теперь случай отрицательных 
в | 

Задача 2. Отцу 45 лет, а сыну 15. Через сколько лет отец бу- 
дет в 4 раза старше сына? 

Пусть искомое число лет-=х; тогда спустя х лет возраст отца 
будет 45-х лет, а возраст сына будет 15-х лет; по условию за- 
дачи имеем: 


45 х==4 (15 -- 2), 


или 45-1 х=—060 42, 
откуда —451--ж==60 — 45, 
—8%==15, 
%==—-5. 


Но при решении этой задачи подразумевается уеловие, что поло-— 
жительный ответ (через 5 лет, через 12 лет и т. д.) обозначает про- 
межуток времени, считаемый от настоящего в будущее; следовательно, 
отрицательный должен обозначать промежуток времени, считаемый: 
от настоящего в прошедшее, т.-е. полученный ответ х==—5 обозна- 
чает, что 5 лет тому назад отец был вчетверо старше сына. 
И в самом деле, 5 лет тому назад отцу было 45—65, т.-е. 40 лет, 
а сыну 15—5, т.-е 10 лет; 40—10.4. ° 

Задача оказывается возможной, только вопрос ее в данной фор- 
ме слишком узок и должен быть заменен таким: в какой момент 
(в будущем или прошедшем) возраст отца вчетверо более возраста 
сына? 

Задача 3. Несколько детей делят мезюду собою орети. Если каюдьи 
возьмет по 9 орехов, то останется линних 8 ореха; а если каокдый ста- 
нет брать по 8 орехов, то не хвлтит 4 орехов. Сколько было всех де- 
тей и сколько у них было орехов? 

Пусть число всех детой—=у; в первом случае каждый из них но-. 
лучает по 9 орехов, след., всего будет роздано Эу орехов, да еще 
останется 2 ореха, и таким образом Число всех орехов будет 9у--2.. 
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Во второй же раз каждый получает по 8 орехов, а все вместе лолж- 
ны получить 8у орехов; но при этой раздаче не хватит 4 орехов: 
значит, всех орехов было 8у — 4. По условию задачи имеем уравнение, 


Зу--2=8у— 4, 
откула Эу —Ву=— 4—2, 
или у——_6. 


Так как искомая величина — число детей —- не может иметь об- 
ратного значения, то задача невозможна. Но сейчас увидим, что она 
‘станет возможной, если изменить в обратном смысле некоторые ее 
второстепенные условия. 

Возьмем составленное нами уравнение: 


ЗУ 2—8и—4 
и заменим в нем неизвестное у через —19; получим. 


9--У-Е2=8. ([-у—4, 
или —Эу--2—=—8и—4, 


или, наконец, переменяя знаки у всех членов уравнения: 
9—2 =8у-1 4. 


Легко видеть теперь, что такое уравнение выражает условие 
следующей задачи. 

Несколько детей делят между собою орети. ели каоюдый станет 
брать по 9 орехов, то не хватит 9 орехов; & есль комедыйй возьмет по 
8 оретов, то останется ининих & ореха. Опколько было всех детей, 
#4 сколько у них было орехов? 

Считая попрежнему, что 8у выражает число детей, и решая выше- 
приведенное уравнение Эу —2 —8у-|-4, найдем 


у=6, 


г.-е. детей было 6, а орехов у них было 9.6 — 2, т.--е. 52. 

Задача 4. Участок земли имеет форму квадрата. Если длину ка- 
26дой ею стороны увеличить на 8 метров, то площадь ею увеличится на 
16 квадр. метров. Определить ео длину и ширину. 

Пусть длина участка = метров; тогда ширина его будет тоже 
1 метров, а площадь будет солержать 12 квадр. метров. 
Если увеличить длину каждой стороны участка на 8 м., то 
она будет равна #--8м., а площадь участка будет (2-8), 
или 1? -|- 16% -|-64 квадратных метров. По условию эта пло- 
щадь на 16 квадратных метрсв более прежней; следователь- 
но, составляем уравнение: 


&? -|-165-|-64 — 2 -|- 16. 


Отсюда имеем (отбрасывая от обеих часгей уравнения по 27): 


165-11 64—16, 
или 165 —=— 48, 
а следовательно, д—-— 3. 


Черт. 21- 
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Так как в этой задаче принимается в расчет только абсолютнаь 
величина отрезков, а не их направление, то при отрицательном от- 
вете задача невозможна, и в условии ее нельзя произвести никаких 
частичных исправлений, так как в нем нет вовсе таких величин, 
которые могли бы принимать противоположные значения. 

` Из решения последних трех задач заключаем, что отрицательное 
решение уравнения указывает на возможность задачи только в том 
случае, если искомая величина может иметь противоположную; 
в противном же случае оно обнаруживает невозможность вадачи, 
и тогда может быть одно из двух; или можно изменить в противо- 
положном сыысле некоторые второстепенные условия задачи, и она 
становится возможной, или же ни одно из условий задачи не может 
быть изменено в противоположном смысле, и тогда нельзя ее ис- 
править. 

Задача 5. Отцу +44 з0да, а сыну 14 лет 8 месяцев. Через сколько 
ягт отец будет втрое старше сына? 

Обозначив искомое число лет через =, найдем, что возраст отца 
к искомому сроку будет 44 -|-2 лет, а возраст сына 14?/, -|-х лет; по 
условию задачи имеем: 


44 -#—3 (142), |2), 
или 44 - х—44 | 3л, 
откуда =). 


Задача оказывастся возможной, так как смысл ответа таков- 
в настоящий момент отец втрое старше сына. 

Задача 6. Лист бумам имеет форму квадрата; если кажюдую 
сторону ею увелииить на 5 дюймов, то площадь листа увеличится на 25 
квадр. дюймов. Гек вели длина ею стороны? 

Обозначим длину стороны данного листа, выраженную в дюймах, 
через 2; тогда площадь листа будет <? квадр. дюймов; если 
же длину каждой стороны увеличить на 5 дюймов, то она 
будет заключать хр 5 дюймов, а площадь писта будет 
(#--5)?, или 2?-|-10%-|-25 квадр. дюймов. По условию за- 
дачи эта площадь на 25 квадр. дюймов более прежней; сле- Черт. 22. 
повательно, имеем уравнение: 


2 5 == 72 
2? -|-25 = -|-10%-- 95. 
Отбрасывая от обеих частей одинаковые члены 22 и 25 найдем; 


фея 
т.- е. = 


В данном случае задача, очевидно, невозможна, так как не мо- 
жет быть такого листа бумаги, который бы имел длину (и ширину), 
равную нулю. 

Из решения последних двух задач можно заключить, что при 
нулевом решении задача возможна, за исключением тех случаев. 
5огда неизвестное связано подразумеваемым дополнительным усло- 
вием, что оно не может быть равно 0; в последнем случае нулевое 
решение указывает на невозможность задачи. 
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Задача 7. В одном амбаре 600 кулей муки, в оруюм 320. Из 
перо выдают ежедневно 50 пулей муки, из второю 95. Через снолько 
недель в первом останется вдвое более муки, чем во втором? 

Обозначим искомое число недель через х. Тогда из первого 
амбара зая это время будет выпано 50 х кулей муки, а останется в 
нем 600—650 х кулей; из второго же будет выдано 25 х кулей, а 
останется в нем 320—955 кулей. По условию задачи в первом амбаре 
должно остаться вдвое более муки, чем во втором; поэтому имеем 
уравнение: 


600 —50 2=2 {320 — 95 2). 
Раскрывая скобки, приводим его к виду: 
600 —50 +—640 —50 вы 
а, огбросив в обеих частях его одинаковые члены, получаем 
600 — 640. 


Этот вывод указывает, что уравнение не имеет решения 
($ 69). Да это видно и по смыслу уравнения 600 —50 х—640—50х, 
так как ясно, что левая часть его при любом значении х будет иметь 
числовую величину на 40 единиц меньшую, чем правая. 

Задача, очевидно, невозможна; и вообще, если составленйое нами 
уравнение не имеет решения, то это указывает на невозможность 
задачи. 

Задача 8. В кооперативе было 55 лимонов, купленных по одина- 
#060 цене. Из них 25 лимонов худшьео качества пришлось продавать на 
9 кон. дешевле своей цены, в каюдый из остальных иродаваль на 3 коп. 
дороже своей чены, и на всех лимонах получили прибыли 40 коп. Почем 
вам кооператив плетил за каовдьй лимон? 

Пусть искомая цена лимона — коп.; тогда стоимость всех ли- 
монов при покупке ==55 д коц.; при продаже кооператив будет брать 
за каждый из худших лимонов по 1—2 коп., а за 25 штук получит 
25 (1—2) коп.; за каждый же из остающихся 30 лучших лимонов 
он будет брать х--3 коп.: следовательно, за все 30 он выручит 
30 (#-|-3) коп. По условию задачи он получает после продажи 40 коп 
прибыли, следовательно: 


25 (1—2) -|-30 (#--3) =55 &-- 40. 
Раскроем скобки 
25 #— 50-|-30 х-|-90=55 #40. 
Сделаем приведение в левой части: \ 
- 55 #--40=55 24-40. 


Это равенство, очевидно справедливое при всяком 
значении +, есть безусловное равенство; следовательно, искомая 
величина может быть равна любому из тех чисел, которыми она 
вообще может выражаться; в данном случае цена лимона может быт» 
равна любому положительному числу, большему 2 (так как цена ли: 
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мона худшего качества, равная х—2 коп., должна иметь все-таки 
положительное значение). 

Задача, очевидно, неопределения; и вообще, если составленное 
нами уравнение оказывается безусловным равенством, то данная зада- 
ча неопределенна. 

Из рассмотрения всех этих задач мы видим, что результаты ре- 
щения уравнений, составляемых из условий задач, во всех случаях 
могут быть истолкованы и дают определенные указания относительно 
смысла задачи. 


ГЛАВА Г\. 


Уравнения первой степени с двумя неизвестными, 


8 12. Необходимые замечания о решении одного уравнения © 
двумя неизвестными. — Возьмем какое нибудь уравнение 1-й степени 
с двумя неизвестными, напр., такое: 


и покажем, что оно будет неопределенным, т.-е. будет иметь 
сколько угодно решений, при чем значения одного из неизвестных 
могут быть выбраны по нашему усмотрению. 

Дадим числу у произвольное значение, напр., у==1; тогда урав- 
нение примет вид 25--3==11, откуда 2==4. 

Дадим числу у другое произвольное значение, напр., у = 2; тогда 
уравнение обратится в такое: 25-- 6 —=11, откуда х==1/.. 

Пусть еще у=3; тогда ура1нение примет вид 22-9 ==11 
эткуда х==1. 

Продолжая поетупать таким образом и дальше, мы можем на 
опыте удостовериться, что при различных значениях у и число х бу- 
дет получать соответственно различные значения; уравнение будет 
неопределенным. Полученный ряд решений можно записать следую- 
тим образом: 

8 4, В 
Ш, 91 2 т, Аи а! ь 

Подобным образом, если мы будем придавать произвольные зна- 
чения числу х, то убедимся, что и число у будет получать соответ- 
ственно столько же различных значений. 

8 13. Понятие о енетеме двух уравнений первой степени 
= двумя неизвестными. — Пусть нам даны два уравнения первой сте- 
пени с двумя неизвестными: 


° 22-- 5у=25, 
3#—29у=— 9, 


и пусть требуется определить такие значения неизвестных хи у, при 
которых оба данных уравнения были бы справедливы одновременно. 
В таком случае данная пара уравнений называется системою двух 
уравнений (1-й степени) с двумя неизвестными, а искомые значения 
д и у— решениями данной системы уравнений. 
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Вместо слов: «решить данную систему уравнений» иногда говорят 
так: «решить данные уравнения совместно». 

Решая систему двух уравнений с двумя неизвестными, мы будем 
подразумевать, что буквы 5 и у (или другие соответствующие} обо- 
значают именно те числа, которые удовлетворяют обоим уравнениям 
одновременно, и будем вместе с тем предполагать, что подобная пара 
Чисел существует. Как видим, это предположение обыкновенно оправ- 
лывается. Заметим, что при этих условиях мы можем делать над 
каждым уравнением все те преобразования, которые производили над 
уравнениями с‘одним неизвестным, напр., переносить члены, осво- 
бождать уравнения от пробей и т. д. 

Существует несколько способов решения системы уравнений: они 
изложены ниже. 

8 14. (пособ сравнения вооффициентов. — Возьмем такую си- 
"стему уравнений: 

5%5-|-Ту==49, 
5% -Зу—=41. 


Будем поступать так: вычтем наши равенства почленно, т. -е. 
из левой части первого (52-- Ту) вычтем левую часть второго 
(55-|- 39), а из правой части первого (49) — правую часть второго 
{41). После первого вычитания було. иметь в результате 4у, а после 
второго 8; при этом мы отнимали ст равных чисел поровну, следо- 
зательно, полученные результаты зожны быть равны между собой, 
и мы имеем новое равенство: 


4у==8, 


содержащее только неизвестное у; из него находим, что у—=9. 

Чтобы определить 1, подставим найденное значение у—= 2 в одно 
из данных нам уравнений, напр., во второе уравнение 5х -|- Зу—41; 
получим 5х-|-6—41 откуда 54—35, или #=1. 

Итак, данная истема уравнений имеет следующее решение: 
Т==1, у=9. 

Решим подобным же образом систему уравнений: 


7х -- Зу==41, 
9% — и = 7. 


й Сложим наши равенства почленно, т.-е. сложим порознь их левые 
части (7%--2у и 91—29) и правые (41 и 7). От сложения левых 
частей получим 165, от сложения правых 48; так как при этом мы 
прибавляли поровну к равным числам, то полученные результаты 
должны быть равны между собой: следовательно, мы получаем ра- 
зенство 

Це В, 


содержащее только неизвестное 2; отсюда имеем х—3. 

Чтобы определить у, подставляем найденное значение 7—3 в 
одно из данных нам уравнений, напр., в первое уравнение 75 -|-- 2у —=41; 
получим 21 -|-*2у —41, откуда Зу—=20, у = 10. 

Итак, данная система имеет решение: х—=3, у==10, 
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Взятые нами примеры отличались одной особенностью: коэффи- 
циенты при одном из неизвестных (первый раз при х, второй раз 
у) имели в обоих уравнениях соответственно одинаковую абсолютную 
величину. Поэтому мы могли, вычитая и складывая данные уравнения 
почленно, получить такое новое уравнение, которое содержало только 
одно неизвестное, и решить его. Но, конечно, это не веегда так бы- 
вает. Покажем, как нужно поступать в других случаях. Возьмем, 
например, систему уравнений, упомянутую в предыдущем параграфе: 


2%-- 5Бу==25, . 
За — 2у—= 9, 


Если бы мы сразу сложили или вычли наши уравнения почленно, 
то получили бы новое уравнение, содержащее все-таки оба неизвест- 
ных 2 и 9. Поэтому постараемся привести данные нам уравнения 
к такому виду, чтобы коэффициенты при одном из неизвестных, 
напр., при х, имели одинаковую абсолютную величину. С этой целью 
помножим обе части первого уравнения на 3, а второго на 2; полу- 
ченные при этом результаты будут каждый раз соответственно равны 
между собой, и наши уравнения примут вид: 


6 15у==75; 
65 — 4и—=18. 


Теперь можем поступить по предыдущему. Вычтем наши равен- 
ства ночленно; при этом мы отнимаем от равных чисел поровну, 
следовательно, полученные результаты равны между собой, и мы 
будем иметь новое уравнение: 


19у =57, 


откуда у==3; подставляя теперь найденное значение у—=3 в первое 
из даниых нам уравнений 25 -|- 5у— 25, получаем 2х -|-15==25, отку- 
ИО 25%). 
Таким образом, данная система имеет решение: х==5, у==3. 
'Возьмем еще такую систему: 


1%--49==293, 


Приведем наши уравнения к такому виду, чтобы коэффициенты 
при у имели одинаковую абсолютную величину; для этого достаточно 
умножить обе части первого уравнения на 3, а второго на 2; полу- 


чаем такие равенства: 
21% 12у — 66, 
10% — 12у =. 


Теперь способ решения очевиден. Сложим данные равенства 
почленно; получим уравнение 


312—124, 


откуда 2—4; подставив это значение х в первое из данных нам 
уравнений (7х -| 4у==22), получаем 28 -|- 4у=22, или 4у—=— 6, сле- 


106 


повательно, у = — 11/,. Все решение может быть расположено в сле- 
лующей табдице: 
1%—- 4%—92'| 3 
215-129 =66 
10% —129 =58 


Зе == 124 
х == 4 
28 - 49—22 
у=—.. 


и 

На основании разобранных нримеров можем теперь выразить, 
в чем состоит способ решения системы двух уравнений с двумя, 
неизвестными, названный нами способом сравнения коэффициентов. 
Он таков: множим наши уравнения соответственно на такие числа, 
чтобы после этого умножения получились уравнения, содержащие 
при одном и том же неизвестном одинаковые по абсолютной вели- 
чине коэффициенты. Затем полученные уравнения почленно скла- 
пываем или вычитаем, смотря по тому, будут ли оуравненные 
коэффициенты иметь разные или одинаковые знаки, и получаем 
уравнение с одним неизвестным; ревтив сперва его, определяем олно 
неизвестное, а значение другого может быть получено, если найден- 
ное значение первого неизвестного подставить в одно из прежних 
уравнений и решить его (или же путем нового сравнения коэффи- 
циентов у другого неизвестного в первоначально данных уравне- 
ниях). 

Относительно чисел, на которые умножаем каждое из уравнений, 
чтобы уравнять коэффициенты у одного из неизвестных, надо 
заметить следующее. Уравненный коэффициент (как, напр., в по- 
следней системе число 12, служащее коэффициентом при у в пре- 
образованных уравнениях) получается от умножения каждого из 
ланных коэффициентов на некоторое число. Следовательно, он 
должен делиться на каждый из данных коэффициентов, т.-е. должен 
быть их кратным, а для упрощения вычислений мы должны, конечно, 
подбирать его так, чтобы он являлся наименьшим кратным данных 
коэффициентов. Но в таком случае числа, на которые нужно 
помножить соответственно каждое из уравнений, могут быть найдены 
посредством деления наименьшего кратного данных коэффициентов 
на каждый из них, т.-е. являются дополнительными множителями 
этих. коэффициентов; поэтому на практике, когда придется уравни- 
вать коэффициенты при каком-либо неизвестном, мы будем просто 
подыскивать их наименьшее кратное и множить каждое из уравнений 
на соответетвенного дополнительного множителя. 

Чтобы сделать проверку полученных решений, необходимо под- 
ставить их вместо неизвестных в каждое из уравнений. Проверим, 
напр., решение последней системы: 


1=--4у=22, 
5х —бу—29. 
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и 


Мы нашли, что х==4, у==—_1],. Подставляя эти значения 
вместо х и у в оба уравнения, получаем: 
7.4--4-(—1П/,)=22, или 28 — 6=22; 
5.4—6-(—11/,)=29, или 20--9==29. 


Таким образом, числовые величины обеих частей кажлого 
уравнения соответственно равны пруг другу; след., найденное 
решение верно. 

8 55. Сиособ нодетановки.— Возьмем данную выше систему 
уравнений 

2а--5у=265, 
3=—2у== 9. 


Преобразуем первое из уравнений так: перенесем член 5у в пдру- 

тую часть: 
22=—=25 —5у4, 
м разделим обе части полученного равенства на 2, т.-е. на коэффи- 
циент при 2' 
- 25—Бу 
и 2 

Мы, как говорят, определили из первого уравнения 
т в виде выражения, содержащего у. Смысл нолученного 
нами равенства таков: числовая величина х должна быть одинакова 
25 —5у 


5 А если так, то второе 


< числовой величиной выражения 


данное нам равенство 
З2—2у-=9 


должно остаться справедливым, если мы нодставим в него вместо 
неизвестного 1 равное ему по числовой величине выражение 
25—51. 
в получим 

25—54 


р. 


Я 9—9 

Это равенство представляет из себя уравнение с одним неизвест- 
ным 9. Его мы можем решить обычным способом; освобождая его 
от скобок и дробей, имеем: 


ЕТО дробь» 

р) > 

15 —15у-—4 9-18. 
Отсюда 15 —19и==18, 
или БИ 
За 


Итак, мы нашли, что у==3; но раньше мы видели, что числовая 
зеличина 2 подчиняется условию, выраженному равенством 


25 —5у 
Г. 
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Подетавим в правую часть этой формулы вместо у его значение 
3; получаем 


25—5.3 
2 — = 


Таким образом, получаем решение: 
К 5 ы. у ЕЕ 3 


Очевидно, примененный нами способ решения состоиг в следую- 
ем: из одного уравнения определяем одно из неизвестных в виде 
выражения, содержащего другое неизвестное. Полученное выражение 
затем подетавляем в другое уравнение вместо первого неизвестного 
и получаем одно уравнение с одним неизвестным. Решив его, под- 
оставляем найденную числовую величину в формулу, выражающую. 
другое неизвестное через данное, и находим величину этого другогс. 
неизвестного. Полученные значения обоих неизвестных и представ- 
ляют решение системы. 

На практике из всех способов надо всегда выбирать тот, кото- 
рый в данном случае быстрее всего ведет к цели. Обыкновенно, при 
решении уравнений с числовыми коэффициентами удобнее всего 
определить искомое значение одного из неизвестных по способу 
сравнения коэффициентов, а значение другого — ноередетвом под- 
становки числовой величины первого неизвестного в одно из данных 
уравнений и решения его. 


8 76. Способ замены неизвестных.— Изложенные выше способы 
решения относятся ко всякой системе двух уравнений с двумя 
неизвестными. Но в некоторых частных случаях решение упрощается 
при помощи искусственного приема, называемого способом 
замены неизвестных; сущность его выяснится на разбираемых 
примерах. 

Пусть имеем систему уравнений: 


1 (#10 (#—9)=75, 
8 (#Ру—15@—у=11. 


Если решать их по общему способу, то пришлось бы раскрыть. 
скобки в левых частях, сделать приведение, и упрощенные таким 
образом уравнения решать, напр., сравнением коэффициентов. Но 
вместо этого мы поступим следующим образом: 

Обозначим выражение х-|-у через а, а х— у через ©, т.-е. 
положим, чго 


и подставим наши ковые обозначения в прежние уравневия; нолу-. 
чим такую систему. 

7а--106==19, 

8а— 156=11 
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Теперь решим ее, уравнивая коэффициенты при В. Наименьшее 
\жратное чисел 10 и 15 есть 30; следовательно первое уравнение 
нужно помножить на 3, а второе на 2: 


21а 306—237, 
16а—305=— 29. 


Складывая эти уравнения, найдем 3Та=—=259, откуда а=7: под- 
ставляя же это значение в уравнение 7а-- 105-19, получим 
49 --106—19, откуда 6—3. 

Итак, мы нашли, что а==7 и р —3; следовательно, согласно 
‘нашему обозначению, 

мя —|-. У == те ь 


=. 


Эти же уравнения решаются очень просто. Складывая их по- 
‘членно, а потом вычитая, найдем: 


ИО 
2у— 4, 
откуда х==5 и у==2. 
Способ замены неизвестных в особенности полезен тогда, когда 
он может быть применен к дробным уравнениям. Вот пример: 
Пусть имеем систему: 


39 24 
ще = 
сб. ВИ 
Я у 


Введем такие обозначения: 


1 
у 
За 
у 


Тогда наша система заменяется такой: 


39а --246—5, 
65а —3660-=9. 


Уравнивая коэффициенты при 6 и умножая с’этой целью первое 
уравнение на 3, а второе на 2, имеем: 


111 а-- 12—15, ь 
130а—126— 4. 


Складывая теперь эти уравнения, найдем 


ЕО 


откуда @—1”,, мам ыы с А ей уравнение 


39&--246—=5, найдем 3--246 =5, откуда 6—1... 
Итак, имеем: 


и: 
к 
о 

9 12’ 


откуда, очевидно, х=13 и у==12. 
$ 17. Особые случаи при решении системы двух уравнений 
© лвумя неизвестными. — Пусть нужно решить такую сиотему 
уравнений: 
5 Зи== 11, 
10% | 6 9 — 1 39. 


Прелполагаем, что она имеет решение, и будем ее решать 
обычными приемами. Умножим обе части первого уравнения на 2, 
тогда наша система примет такой вид: 

10 бу= 142, 
105 бу== 139. 

Если теперь вычтем почленно полученные равенства, то получим 
заведомо неверный вывод 0—3. Этот вывод показывает, что сделан- 
ное нами предположение о том, будто решение данной системы 
существует, неверно: система не имеет решения. 

Мы пришли бы к тому же заключению и другим путем, если бы 
просто сравнили между собою полученные уравнения 105-- бу=—142 
и 105 6бу==139; очевидно, что одно и то же выражение 105-- бу 
ни при каких числовых значениях х и у не может иметь одновре- 
менно двух различных числовых величин, 142 и 139; следовательно, 
данная система решения не имеет. 

Заметим, что каждое из уравнений, составляющих систему в 
отдельности имеет сколько угодно решений (8 72); но среди этих 
решений нет ни одной пары таких, которые удовлетворяли бы как 
первому, так и второму уравнению. Подобные уравнения мы будем 
пазыгать несовместными. 

Рассмотрим теперь такую систему: 

81-— Зи=31, 
24; —9у—==93. 

Разделив обе части второго уравнения на 3, получаем 8 х-— 3 у = 31. 
т.-е. второе уравнение приведено к тому же виду, что и первое, и 
мы имеем для определения двух неизвестных, собственно говоря, 
только одно уравнение 8—3 у==31. Оно, по предыдущему, будет 
иметь сколько угодно решений, при чем значения одного из неизве- 
стных могут быть взаты совершени произвольно. 


ЕЕ и Ч. 1-5 
Зи 31 ь 
— сы В Пе 45. Зе 
Данная нам система является, неопределенной. 
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$ 73. Решение задач номожью составления системы двух урав- 
нений с двумя неизвествыми.— Во многих случаях условие задачи 
с удобством может быть выражено в виде двух уравнений первой 
степени с двумя неизвестными; так как эти два уравнения относятся 
к одной и той же задаче, то они должны быть справедливы при одних 
и тех же значениях неизвестных, т. е. представляют систему уравне- 
ний; решая ее, мы найдем и ответ задачи. 

Задача 1. На 925 тетрадей одною сорта и 21 тетрадь друюю- 
пошло 247 листов бума. Кроме этою известно, что на 10 тетрадей 
первою сорта нужно на 51 лист меньше бумом, ‘чем ни 18 тетрадей 
второю сорта: Околько листов бумои ло на тетрадь каждою сорта? 

Пусть на каждую тетрадь первого сорта шло <х листов бумаги, 
на тетрадь второго сорта у листов; тогда’ на 25 тетрадей первого 
сорта пойдет 25х листов, а на 21 тетрадь второго сорта 21у ли- 
стов, и по первому условию задачи мы имеем такое уравнение: 


25% 21у—==241. 


Обратим теперь внимание на второе условие. Очевидно, на 10 
тетрадей первого сорта пойдет 104 листов бумаги, а на 13 тетрадей 
второго 189 листов; выражая алгебраическими знаками, что второе 
количество бумаги (139) на 51 лист больше первого (10), т.-е., что 
разность чисел 139 и 10х равна 51, имеем уравнение: 


13у—10&==51. 


Решаем теперь полученную систему уравнений, уравнивая коэф- 
фициенты при 4: ь 
25%5-21у==247 |2 
139 —104=— 51 |5 
505-42 у==494 
65у —504—=255 


107 у—1749 

3 

18.1—105= 51 
= 41), 


т.-е. на одну тетрадь первого сорта шло 4 листа бумаги, а на тет- 
радь второго сорта—7 листов. 

Задача 2. Путешественник выехал из оного места в друше. Если бы 
он проезжал в чае двумя километрами меньше, то на тот оке путь ему. 
пришлось бы затратилиь 3 часами больше, чем ‘теперь; @ еслибы он проез- 
эюал в час двумя километрами болише, то на тот 2ве путь он затратил 
бы 2 часами меньше. Вычислить время двиовения и скорость путешест- 


венника в час. 


#) Весь ход составления уравненийфыожет быть записан так: 


На каждую тетрадь первого сорта шло... ... . Я лист. 
> > "Я второго > о 9 
На 25 тетрадей первого сорта 25 хлист. | На 10 тетрадей первого сорта 10 5 лист. 
„ 21 тетрадь второго = 21» „ 13 ы второго „ 139 »„ 
По уедовию задачи: Цо условию задачи: 
25-Е 21у=247 13у— 10х-=51 


ПР - 


Обозначим число километров, которое проезжает путешественния 
в каждый час, через х, а Число часов, которое он употребляет на 
проезд по всему пути, через у; тогда весь путь будет равен 29 кило- 
метрам. 

Если он будет проезжать в час двумя километрами меньше, то 
скорость его в час будет равна х—2 км, а число часов движения, 
согласно условию, будет у--3; следовательно, весь путь равен 
(1—2) (и-- 3) км. Так как длина пути при обоих условиях остается 
неизменной, то мы будем иметь уравнение: 


зу=(#— 2) и 3). 


Далее в задаче сказано, что если он будет проезжать в час двумя 
кклометрами более, чем прежде, т.-е. 1--2 км, то на весь путь ему 
понадобитея 2-мя часами меньше, т.-е. у—2 часов; следовательно, 
диина пути будет равна (1 --2} (у— 2) км. А так как и в этом случае 
длина пути равна прежней, то имеем уравнение: 


ау—(#--2) у —2). 


Итак, условие задачи выражается системой уравнений: 


зу==(#—2) (у-|-3), 
ву=(=--2) (и—?2). 


Чтобы решить ее, раскроем скобки: 


яу—у— уж — 6, 
ту ==ху— у 2х—4, 


и теперь, отбрасывая от обеих частей равенства по ту и перенося 
все члены, содержащие неизвестные, в левую часть, найдем: 


2—3 4= — 6, 

—2у-|-2#=—-—4. 
Складывая эти уравнения, имеем —- х— — 10, или х==10, а сле- 
довательно, 2у—3.-10=—6, откуда у/==12, т.-е. путешественник 


ехал всего 12 часов со скоростью 10 километров в час. 

При решении задач помощью составления системы двух уравне- 
ний 1-й степени с двумя неизвестными могут встречаться все те 
случаи, с которыми мы имели дело при решении одного уравнения 
с одним неизвестным. Если система имеет одно решение, то значение 
каждого из неизвестных выражается каким-либо положительным или 
отрицательным числом, или нулем; смыел полученного ответа истолко- 
вывается совершенно так же, как это мы делали при решении урав- 
нений с одним неизвестным ($ 71). Если система не имеет решения, 
то это служит признаком невозможности задачи; если же система 
неопределенна, то и задача является неопределенной. 

Рассмотрим здесь задачу, приводящую к отрицательному решению. 

Задача 3. В кооперативе был чай и кофе. Б первый день было 
продано 10 ф. этою чаю и 7 ф. кофе, и на всем получено прибыли 45 коп.; 
80 второй день продали по тем эще ценам 6 ф. чаю и 5 ф. кофе и полу- 
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чили на всем прибыли 23 коп. Сколько прибыли получил ири этом вооте- 
ратив на фунт чаю и на фунт кофе? 

Пусть на каждом фунте чаю получали прибыли 2 коп., а на 
каждом фунте кофе у коп.; тогда условие задачи выразится на алее- 


браическом языке в виде следующей системы уравнений: 


10#-|-7у==45, 
65 -5у==23. 


Решаем теперь эту систему, уравнивая коэффициенты при #: 


10х-- Ту= 45 |3 
61 5у= 2315 
305-21 у=135, 
305-25 9у=—=115, 
= ое 0 
— ва. 
10%-- 7-(—5) == 45, 
58% 

Итак, на одном фунте чаю получали прибыли 8 коп., а на фунте 
кофе—5 (минус пять) коп.; задача возможна, так как искомая вели- 
чина может здесь иметь противоположное значение, и смысл этого вто- 
рого ответа следующий: На каждом фунте кофе получали 5 кои. 
убытку.- 


ГЛАВА У. 


Уравнения 1-й степени с тремя и большим числом неизвестных. 


$ 79. Необходимые замечания © решении одного уравнения 
первой степени с тремя неизвестными или системы двух уравнений 


се тремя неизвестными. — Возьмем какое-нибудь уравнение первой 
степени с тремя неизвестными, напр., такое: 


21— Бу— 32==11, 


и покажем, что оно будет неопределенным. 

Дадим двум неизвестным, напр., У И #, совершенно произвольные 
значения: у==1, я==10. Тогда наше уравнение обратится в такое: 
2%—5—30=11, откуда &==23. 

Дадим числам у и 2 другие произвольные значення: у==2, 2==9. 
Получим 22—10 —27==11, откуда д—=24. 

Возьмем еще новые произвольные значения У и # натр., у== 3, 
2—8. Уравнение примет вид: 2х—15—-24 —11, откуда д==25. 

Продолжая давать числам у и 2 различные произвольные значения, 
мы убедимся, что и число х получает соответственно различные зна- 
чения; уравнение будет неопределенным. Можно записать полученный 
ряд решений так: 


сои, ИА. 5 
в=—10, 9. 8, 1... 
х—=93, 24, 25, 26..... 
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Возьмем теперь систему двух уравнений с тремя неизвестными, 
напр., такую; 
Аж 5у— 22==30, 
31--4у— 2=28. 


Будем давать здесь произвольные значения одному из неизвестных, 
напр., 2. Положим, 2==0, 1, 2, 3,.... Тогда наши уравнения будут 
соответственно принимать такой вид: 


4 59—30, 32, 34, 36,.... 
32 49—23, 24, 95, 96,.. 


Решая каждый раз эти уравнения совместно, найдем ряд соответ- 
ствующих друг другу значений неизвестных: 


Зе, 
АБВ ИМ а. 
у=2, 0—2 —4,.... 


Таким образом убэждаемся, что наша система неопределенна. 

Чтобы межчо было определить значения трех неизвестных, не- 
обходимо "“меть систему трех уравнений: способы решения таких 
систем изложэн ! ниже. 

8 80. Система трех уравнений первой степени е тремя нейз- 
вестными. Общее замечание относительно уравнений с большим 
числом неизвестных. — Пусть имеем систему трех уравнений с тремя 
неизвестными: 

БЕ 2у—62=—=— 35 
1—9 42= 56 
бу 52= 49 


Покажем, что для решения ее применимы те же способы, какие 
быди указаны для решения системы двух уравнений с двумя неиз- 
вестными. 

При этом будем предполагать, что существуют такие значения 
неизвестных, которые удовлетворяют всем трем уравнениям одновре- 
менно, и будем подразумевать, что буквы 2, у и 2 обозначают именно 
эти числа. В таком случае мы можем производить над каждым урав- 
нением все те преобразования, что и раньше. 

1) Способ сравнения коэффициентов. — Будем рассматривате 
сперва первое и второе уравнения и преобразуем их так, чтобы по. 
лучилось уравнение, не содержащее одного из неизвестных, напр., 9 
(как выражаются короче, исключим из первых двух уравнений неиз- 


вестное у). Для этой цели умножим обе части первого уравнения на 3, 
а второго на 2, и сложим их: 


5 2у— 62=— 35 |3 
71%—3у-|- 42— 56 |2 
ав 105 — 
145 —6иу-|- 82—= 112 

29% —102= у 


Полученное уравнение содержит только хи 2. 
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Исключим теперь у из второго и третьего уравневий, для этой 
цели умножим второе хравнение на'3 и сложим с третьим: 


71—39 -- 42=— 56 |3 
б%-- 9у-- 52== 49 
212 —9у-- 122—168 
6; Эу-- 52== 49 
279 172=217. _ 


Теперь мы получили два уравнения, содержащие только хи 2: 


29%—108= 7, 
27% 172==217. 


Решив их совместно при помощи известных нам приемов, найдем 
5-3, 2==8; а подставляя эти значения в третье уравнение: 


ва 9у- 52—49, 
найдем 18 | 9у-|- 40—49, 
или Л. 


Вкратце способ сравнения коэффициентов может быть изло- 
зкен так. 

Выбираем из данных трех уравнений какие - либо два и исклю- 
чаем из них одно неизвестное (уравнивая его коэффициенты в обоих 
панных уравнениях и затем складывая или вычитая их); берем затем 
одно из прежних уравнений и третье и исключаем из них то же са- 
мое неизвестное; получаем таким образом два уравнения с двумя не- 
известными, которые и решаем совместно. Найдя значения этих неиз- 
вестных, определяем значение третьего подстановкой. 

Какие именно из данных уравнений соединять между собой и ка- 
кое именно неизвестное исключать, — это зависит от того, какой путь 
кратчайптий. 

2) Споеоб подстановен. — Определяем из какого-либо уравнения 
эдно из неизвестных в виде выражения, содержащего два других, 
напр., х из первого уравнения. 


= 85 ни [469 
- я 


1) Все решение может быть расположено в еледующей таблице: 


ба 2у—62=—35 52 2у— 62=—=— 35| 3 7%—Зу-- 42— 56| $ 

7% —Зи--42= 56 7%—зу-- 42=— 56] 8 62 и 52— ры 

бя 9у-52= 43 155 6у— 185= - 105 212—912 2— 168 
14% — бу 82=— 112 _ба Е Зу-- 52— 49 


29% —102— 7 22-111 | 16 
29% —102= 1 | 17 
270 = - 1702==2170 
493 "— 1702=— 119 
7032 ==2280 - 
2=Зит, д. 


Смысл этого равенства таков: числовая величина х должна быть 


—35—2 б2 
равна числовой величине выражения Е ыыы Поэтому мы 
можем вместо х подставить в остальные два уравнения выражение 
—85— 2 62 
а получим: 
. м --- Е А 


5 


в. (-85— 297-62 у-ва 49, 
\ / 

Эти два уравнения содержат только два неизвестных У и 2; Поз- 
тому мы можем рептить их совместно при помощи знакомых нам при- 
емов. Решив их, получим у=—=—_1, 2==8; а значение х найдется по 
— 35 —2у-- бе 

5 

Заметим, что могут быть случаи, когда система трех уравнений 
с тремя неизвестными не имеет вовсе решений или является неопре- 
деленной. 

Так, пусть имеем систему: 


формуле х== ‚ откуда #=8. 


7%—2Зу— 42=17 
Бл-|-Зи— 202==10 
1224 у—242=—29 


Попробуем решить ее по способу сравнения коэффициентов, 
исключая неизвестное у сперва из третьего и первого, а затем из 
третьего и второго уравнений: 


122-- у—242—=29 |2 125-- у—242=—29 |3 

24= у 482—58 | | З6бя Зуи 122=87 | — 

7я—2у— 42—71 #8 54--Зу—202—=10 
315 —522—65 НЕ 5 


Теперь мы видим, что для определения иг получилась система 


315—522==65 
31% —522—171, 


которая не имеет решений, так как уравнения, ее составляющие, 
явно несовместны. 
Следовательно, и данная система трех уравнений не может иметь 
решений. В этом можно убедится и непосредственно, сложив первые 
два уравнения почленно; тогда получим уравнение 12-Ру— 24 2=171, 
явно несовместное с третьим. 

Пусть теперь имеем систему: 


2&-5у — 2==5 
321 4у—22=0 
—#-- У-- И. 
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Будем исключать неизвестное х сперва из первого и второго 
уравнений, а затем из первого и третьего: 


2%-|- Бу 26| 2 об аб, 

4%--10у—22=10| — ата 

З2-- 4у—22= 0 |— бу о 
$ -- 6бу—10 


Таким образом, для определения х и у получилась пара одинако- 
вых уравнений х-|-бу==10 и | бу==10, а следовательно, и вся 
данная нам система неопределения. 

В этом можно было бы убедиться непосредственно: если вычесть 
второе уравнение, из первого, то получим —#-|-у--2==5, т.-е. третье 
уравнение и система явно неопределенна. 

Система трех уравнений 1-й степени с тремя неизвестными может 
быть применена к решению задач подобно тому, как это имело место 
для системы двух уравнений. Смысл получаемых решений остается 
в соответственных случаях тот же, и точно так же отсутствие решений 
или неопределенность системы указывает на невозможность или не- 
определенность задачи. 

Способы решения уравнений, изложенвые выше (способы подста- 
новки, сравнения коэффициентов и др.), очевидно, могут быть рас- 
пространены и на случаи системы уравнений первой степени с лю- 
бым числом неизвестных, во мы не будем здесь рассматривать этого 
вопроса в подробностях. 


лат арий ОТДЕЛ \.. 


Функции первого порядка; их наглядное изобра- 
жениие и применение его к решению уравнений. 


ГЛАВА 1. 
Основные понятия, относящиеся к учению о функциях. 


$ 81. Понятие о количествах постоянных и переменных, 0 не- 
зависимых переменных и функциях. — Пусть имеем задачи: опре- 
делить площадь прямоугольника, основание которого равно @ едини- 
цам длины, а высота равна 6 таким же единицам. 

Искомая площадь х==а-6. 

Пусть теперь длина основания имеет определение значение 
а—=3; а длине высоты будем приписывать различные произвольные 
значения: 6—2, 5, 10.... 

Посмотрим, каково будет каждый раз значение площади нашего 
прямоугольника :. 

Нели МОЕ Ато 43. 2 —= 6 
» —=м5, > = 55—15 
> ЕЕ ПО = 51030 


118 


Теперь видим, что при данных условиях количество а (длина основа- 
вия) имело одно и то же значение, количества же фи х (длина вы- 
соты и площадь прямоугольника) различные значения. Члхобы вы- 
разить это обстоятельство, назовем количество а постоянным, коли- 
чества же $ и х переменными. 

Но значения 6, по условию, были совершенно произвольны, зна- 
чения же площади х, кан видно из таблицы, изменялись сообразно 
тому, какое мы выбирали значение для 6, и вычислялись по опреде- 
ленному закону, а именно: числовую величину $ нужно было умно- 
жить на 3 (т.-е. на длину основания). 

Выражая кратко эти обстоятельства, назовем количество 6 (длину 
высоты) независимым переменным, количество же 1 (площадь прямо- 
угольника) — функцией этого независимого переменного 6; а тот за- 
кон, по которому определяется значение 5, когда известно значение 6, 
назовем функциональной зависимостью Г) между хи 6. 

Изменим теперь условия вопроса. Дадим длине высоты постоян- 
ное значение: 65—10, а длине основания будем приписывать произ- 
вольные значения: а==21],, 6, 15,... Найдем для каждого случая зна- 
чение площади 2. 


Если &==21/,, тох-=21/,.10= 25 
0—0 6 .-10—= 60 
И о Е 


Теперь видим, что при данных условиях постоянным является 
количество 6 (длина высоты), количества же а и х будут переменными, 
при чем значения @ совершенно произвольны, и потому оно будет 
независимым переменным, значения же 2х изменяются сообразно тому, 
какое мы выбрали значение для @ (и вычисляются по определенному 
закону, именно: значение а нужно умножить на 10), т.-е в данном 
случае площадь 2 есть функция @ (длины основания). 

Наконец, рассмотрим такие условия вопроса. Будем придавать 
как длине основания, так и длине высоты произвольные значения и 
посмотрим, какие значения будет получать площадь т. 


Пуеав бы. —65. тогда = 2-5 ===!) 
> Фе О-В ВА; — 16.5 —30 
> О (ЕАО Е О С 
< 9-= ЭТ, » — 24-31, —=84 


В данном случае длина основания а и длина высоты 6 являются 
независимыми переменными, значения же площади х изменяются со- 
образно тому, какие мы выбираем звачевия для @ и 6; в силу этого, 
количество 1 называется функцией двух независимых переменных а и 6. 

На основании всего вышеизложенного установим такие опреде- 
ления: 

Постоянным количеством будем называть такое, которое в усло- 
виях давного вопроса имеет только одно значение. 


4) Иначе — количественной зависимостью, или просто — зависимо: тьто. 
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Неременным количеством будем называть такое, которое в усло- 
виях данного вопроса может иметь более одного значения (обывно- 
венно — сколько угодно значений). 

Если притом значения переменного количества могут быть изме- 
няемы произвольно, то будем называть его независимым переменным. 

Если же значения какого - либо переменного количества изменя- 
ются соответственно тому, какие мы выбрали значения для другого 
или нескольких других переменных, то первое количество называется 
функцией второго или всех прочих переменных. 

Тот закон, по которому определяются значения функции если 
известны значения ее независимых переменных (и который обыкно- 
венно выражается формулой, содержащей все эти количества), назы- 
вается функциональной зависимостью между данными количествами. 

Нетрудно видеть, что всякое равенство, получаемое нами при 
решении какой-либо общей задачи по правилам алгебры, выражает 
ту или иную функциональную зависимость между значениями данных 
и искомых величин, или, как коро%е говорят, между величинами, вхо- 
дящими в данную задачу. 

Возьмем, напр., такую задачу: 

Пароход прошел 8 километров за & часов; сколько километров прохо- 
дил он в час (еслн считать его движение равномерным)? 

Обозначим скорость парохода, т.-е. число километров, которое 


8 
он проходит в час, через а; тогда будет иметь В. Дадим теперь 


числу $ постоянное значение, напр., #=10; а числу $ будем давать 
различные произвольные значения: $==90, 115, 160, 48 ит. д. Тогда 
искомая величина а (скорость парохода) будет получать также раз- 


С 


личные вначения, вычисляемые по формуле &—-: 
При з-= 0 а 90:10= 
о Я = 115: То 
> 3—160, < —=160: 10 —16 
ие 


Очевидно, при данных условиях время (1) есть количество посто- 
янное, расстояние, пройденное пароходом ($) — переменное независи- 
мое, а скорость парохода (9) — функция от этого независимого `эе- 


5 
менного; формула же а—-, выражает функциональную зависимость 


между входящими в задачу величинами, а именно: скорость паро- 
хода в час равна частному от деления всего пройденного расстоя- 
ния на некоторое постоянное число, выражающее время движения 
(в часах). 

Заметим, что зависимость эта относится к числу известных нам 
еще из арифметики, так как можно показать, что при данных усло- 
виях (т.-е. если время движения есть величина постоянная) скорость 
движения и пройценное растояние пропорциональны. В самом 
деле, если пройденному расстоянию ($) мы дадим какие-либо два 


120 


значения $, и $., то скрость (а) получит 2 значения а и &,, ко- 


8 
торые определяются условиями р УИ —— т, 


ь. бе м5 
ства друг на друга, мы найдем 1 —=-1, т.-е. величины а и $ пропор- 

бе 98 

2 р 


разделив эти равен- 


циональны. 

Изменим теперь условия вопроса. 

Пусть з (пройденное расстояние) имеет постоянное значение, 
напр., 5=36; количество зе # (время) пусть получает различные 
произвольные значения: #—=3, 41/,, 10, 11|. . Тогда искомая вели- 
чина ‹ будет получать следующие значения: . 


Тор ро) = ОФфеВ == 
ДЕВИН би к 
«ЕЕ аб 410" ==3;6 

ЯН: Ме ЭБЕНЫ =9 


О о, Е т 


Таким образом в данном случае $ есть постоянное, {$ — перемен- 
8 
ное независимое, и а—его функция; формула же Е. выражает 


следующую функциональную зависимость между входящими в задачу 
величинами; скорость парохода в час равна частному от деления не- 
которого постоянного числа (выражающего пройденное расстояние) 
на число часов движения парохода. 

Эта зависимость также принадлежит к числу известных нам 
раньше, так как при данных условиях (если пройденное расстояние 
есть величина постоянная) скорость парохода и время его движения 
обратно-пропорциональны. В самом деле, если время # полу- 
чит у нас какие-либо определенные значения & и 6, то скорость 
парохода (а) будет иметь такие значения @ и а., которые определл- 


5 $ 
ются условиями: а УБЕ = ; разделив эти равенства почленно, 
1 
т № 
мы будем иметь а. -=т› Т.е. величины @ и & обратно - пропорцио- 
с 


нальны. 

Возьмем еще такую общую задачу: 

С’'торона квадрата равна а метрам; как велика ею площа? 

Обозначив искомую площадь, выраженную в квадратных метрах, 
через 5, найдем х=—а?. 

Пусть теперь @ получает различные значения, напр., в=1, 41/., 
1/5, 100.... Тогда количество х также будет принамать различные зна- 
чения, определяемые по формуле х=а? 


При == 1. 212 = 
- «=, д==(41/,)—= 201], 
‚ @= 2—0.) =. 

› @—100, х—100* —10000 
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В данном случае, очевидно, длина стороны квадрата (@) есть 
независимое переменное, а площадь квадрата (5) его функция; зави- 
симость же между ними такова: площадь квадрата равна квадрату 
его стороны?). 

Заметим еще, что если какое-либо количество является функ- 
цией другого, то, в свою очередь, и второе может быть рассматрива- 
емо, как функция первого; так, площадь квадрата 1, как мы только 
что видели, есть функция его стороны @, и функциональная зависи- 
мость между ними выражена формулой х==4*; если же мы площадь 
х примем за независимое переменное, то длина стороны его а будет 
получать также различные значения, вычисляемые по формуле 

= 2, т.-е. в этом случае сторона квадрата является функцией 
его площади. 

В предыдущих примерах функциональная зависимость между 
данными количествами была выражена в виде формулы. Но это не 
всегда так бывает. 

Так, напр., пусть нам дана следующая запись наблюдений над 
температурой воздуха: 


6 час. утра. . ... 12° Эйнасжутра: =. 514.52 

Пи > я ит 52 10 › эх. мин 55° 

8 › о и 12 11 » зи. в. [то 
12 час. дня. ... . 18° 


Мы можем сказать, что в данном случае температура есть функ- 
ция времени, так как с изменением зремени изменяется соответ- 
ственно и температура; но мы не знаем, по какому именно закону 
она изменяется, и поэтому не можем знать точно, какова была тем- 
пература, положим, в 93/, час., или какова она будет в 2 часа дня. 

$ 82. Разделение функций.— Если количественная зависимость 
между функцией и ее независимым переменным может быть предста- 
влена алгебраическим выражением, целым относительно данного неза- 
висимого переменного, то такая функция называется целой. Так, 


т 
напр., упомянутые выше функции у==@5, х==а7, =. {при носто- 


т 
янном я) —были целыми; функция же 2=. при переменном п— 


пробной функцией, и т. д. 

Еели притом вышеупомянутое алгебраическое выражение, пред- 
ставляющее зависимость между данными величинами, есть одночлен 
или многочлен первой, второй, третьей .. . степени относительно 
данного независимого переменного, то данная функция называется 
функцией первого, втерого, третьего .. . порядка. 

Так, напр., функция у=—=ах при постоянном а и переменном 
< есть функция первого порядка, функции же у==л?, или 9у—а1?-- 5 
будут функциями второго порядка от +. 


4) Как известно, так говорят сокращенно вместо следующих елов: число, 
выражающее площадь квадрата в квадратных единицах, равно квадрату числа, 
выражающего длину его стороны в одноименных линейных единицах. 
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Мы будем рассматривать пока только функции первого порядка 
и одного независимого переменного. Подобная функция может быть 
представлена в общем виде формулой 
у—=аж-- 6, 
где @ и 5 обозначают какие-либо постоянные количества, 2 — неза- 
висимое переменное, а у— его функцию. 


ГЛАВА 1. 


Функции первого порядка от одного независимого переменного 
и их графическое изображение. 


8 83. Простейшие функции первого порядка (вида у==ах,) 
и их наглядное изображение е помощью чертежа. 

Возьмем задачу. Шо шоссе движется автомобиль так, что в ва- 
эжюдую секунду проходит 1|, км. В настоящий момент он находится у теле- 
зрафною столба. На сколько км впереди столба будет он через 2 секунд? 

Очевидно, искомый ответ у==1/.2 (км); если будем придавать 
времени 4 различные значения, то и расстояние у будет соответ- 
ственно изменяться. 

Если #==1, то у=1|., 


О 9—1 
> & — , = у==12], 
> Ре з > = 
ТЕ » ВИ 
» ЧЕ. х Пре) 


Таким образом у будег функцией от 2, притом функцией первого 
порядка. 

Обратим теперь внимание на некоторые свойства нашей функции. 

Рассматривая значения х и соответствуюглие значения у, видим, 
во 1-х, что каждое значение у вдвое меньше соответствующего зна- 
чения х, т.-е. величины ди 5х пропорциональны; во 2-х за- 
мечаем, что с возрастёнием 5 возрастает и у, и притом 
равномерно: при увеличении х на одинаковые числа (напр., на 1) 
величина у получает также одинаковые прибавки (возрастает на 1/.). 

Вее эти обстоятельства и вообще весь ход изменений функции 
можно изобразить наглядно при помощи чертежа. 

Возьмем пару взаимно перпендикулярных прямых ОХ и ОУ (они 
наз. осями); отложим на горизонтальной прямой ОХ (черт. 23) от 
точки О отрезок ОЛД, равный какой-либо единице длины, напр., 
1 сантиметру, и пусть этот отрезок изображает промежуток времени 
в 1 секунду; тогда промежутки времени в 2, 8, 4.... сек. будут 
изображены отрезками ОБ, ОС, ОБ, .... соответетвенно равными 
2, 3, ЕЯ. 

Затем из точки А восставим к оси ОХ перпендикуляр АК, рав- 
ный 1/, сантиметра; этот перпендикуляр пусть изобразит расстояние 
(1/. км), на которое аьтомобиль ушел вперед от столба через 1 се- 
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кунду. Подобным же образом проведем перпендикулары БЕ, СМ, 
ЭМ. соответственно равные 1, 11/,, 2, .... См; эти перпен- 
ликуляры изобразят расетояния автомобиля от столба через 2, 3, 
4,.... сек. 

Нетрудно заметить, что копцы всех этих перпен- 
дикуляров лежат на одной прямой линии. В этом можно 
убедиться на опыте, если приложить линейку к точкам К, Г, М 
К, ....; но легко показать, что так и должно быть: если сое- 
диним, напр., точки Ки Г с точкой О (черт. 24), то увидим, что 
в прямоугольных треугольниках АОК и ВОГ катеты соответственно 
пропорциональны: 


од ОН 


АК Вт | 1 ) 
5) 
след., треугольники эти подобны, и угол АОК равен углу ВОГ, 
а потому прямые ОК и ОГ совпадают. Точно так же, если мы выбе- 
рем произвольное (положительное) значение х и построим указанным 
способом перпендикуляр, изображающий соотвегственное значение 
у, то конец этого перпендикуляра будет лежать на той же прямой. 
В самом деле, пусть 2, обозначает произвольное зпачение времени 
д; соответствующее значение у будет равно 1/,х,; отложим по гори- 
зонтальной оси отрезок ОЕ==2, см (черт. 24) и восставим из его 
конца перпендикуляр НЁ=—1/.х, см; тогда найдем, что в треуголь- 
Я 
нике ЕОЁ отношение ватетов т —=-5> след., он подобен треуголь- 
нику АОК, а потому угол ЕОЁ равен углу АОК, п прямая ОГ со- 
впадает с прямой ОК, 

Возьмем теперь на прямой ОЁ произвольную точку Р (черт. 24) 
и опустим из нее перпендикуляр РО на ось ОХ. Очевидно, ЛРОФ 
подобен Л-ку АОК (так как у этих прямоугольных треугольников есть 
общий острый угол 0); след., отношение ПАР или ОР ОО. 
Пусть отрезок ОО имеет длину 5, ем; тогда он изображает нам 
промежуток времени в <, секунд, а перпендикуляр ©Р, равный по 
предыдущему 1/1, см, изобразит соответствующее расстояние авто- 
мобиля от столба (у, ==1/.2, км). Таким образом, любая точка прямой 
ОР изображает пам (своим расстоянием от оси ОХ) некоторое зна- 
чение фувкции у (соответствующее тому значепию переменного 2, 
которое может быть изображено расстоянием той же точки от оси 
ОУ; напр., на черт. 24 имеем РЫ=0ОО=х, см). 

Прямая ОР наз. графикой данной функции у =1/, 2; она дает, 
как мы видели, наглядное изображение изменений функции, и на 
ней мы можем проследить все те особенности изменений данной 
функции, которые были отмечены нами раньше. Очевидно, напр. 
(черт. 28), что перпендикуляры, изображающие значения у, пропор- 
циональны отрезкам, изображающим соответсхвенные значения < (так 
как Л-ки АОК, ВОГ и т. в. подобны); ясно также, что © возраста- 
чием отрезков, изображающих х, возрастает и длина перпендикуляров, 
изображающих у, и притом это возрастание идет равномерно (при 
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передвижении вправо по горизонтальной оси на 1 см длина перпен- 
дикуляра увеличивается каждый раз на 1/, см-—-см. черт. 25). 

Точка О (место пересечения осей) изображает, очевидно, перво- 
начальное положение автомобиля у столба; она соответствует зна- 
чению времени х, равному 0, а в этом случае и пройденное раесто- 
яние у тэкже=—=0. 

До сих пор мы брали только положительные значения хи у. 
Но мы можем рассматривать и отрицательные значения этих величин 
и дать графическое изображение функции и для этого случая. 


Пусть —=—1 —2,—8, —4—5, —6,.... 

Тогда у=—=—1|,—1,—11/,—9, —21/—3,.... 
Это показывзет, что за 1, 2, 8,... сек. до начального 
момента автомобиль находился позади столба в 1/,, 1, 
11|, ... км. На чертеже мы будем изображать промежутки времени, 


выражаемые отрицательными числами (т.-е. считаемые до начального 
момента), — отрезками, откладываемыми влево от точки О по оси 
ОХ; а соответствующие этим промежуткам времени расстояния (отри- 
цательные) будем изображать перпендикулярами, восставляемыми 
вииз. Получим ряд точек В, ВБ, М, №,.. (черт. 26), и теперь, 
повторяя все прежние рассуждения, можем доказать, что все эти 
точки также лежат на одной прямой ОМ,, которая составляет про- 
должение прежней графики ОР. 

Легко видеть, что изменения функции и при отрицательных 
значениях 5 и у будут иметь те же особенности, что и при положи- 
тельных значениях; и весь ход изменений, подобно предыдущему, 
можно проследить на построенной нами графике. 

Предположим теперь, что в предыдущей задаче скорость авто- 
мобиля, не изменяя своей величины, стала отрицательной, т.-е. что- 
автомобиль движется в сторону, противоположную сравнительно с 
предыдущим. Тогда формула, выражающая расстояние автомобиля 


1 
от столба, будет ть Исследуем теперь изменения 1, рас- 
сматривая его как функцию от. х 
ТО = В в 4, 5, Ве. .. 
Тогда у—=—1/,—1,— 11/2, 21, 3,.... 


Очевидно, и здесь значения у пропорциональны со- 
ответствующим значениям 2; но © возрастанием независи- 
мого переменного х, функция его у убывает, и прихом рав- 
померно (при увеличении х на единицу значения у убывают 
каждый раз на 1/,). То же самое обнаружим, если примем во вни- 
мание отрицательные звачения х и соответствующие им значения у... 


вЫ, зб бе. 
п ЖЗ. 3,.. -. 


12° 


Сели и в этом случае построим наглядное изображение изменений 
данной функции, то найдем попрежнему, что графика функции 
у==—1/.х будет прямая линия №№, лежащая в левом верхнем и 
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правом нижнем углу осей ОХ и ОУ (черт. 27). Эта графика дает 
нам возможность наглядно проследить, что значения у и х пропор- 
циональны и что с возрастанием х величина у убывает равномерно 
{при передвижении слева направо оказывается, что точки графики 
лежат все ниже и ниже относительно оси ОХ, при чем передвижению 
вправо на 1 см соответствует каждый раз понижение на 1/, см). 

Рассмотрим еще такую задачу: 

В баже есть некоторое количество воды. В каждую минуту в нео 
вливается по 8 ведра; на сколько увеличится запас воды в баке через 
© минут? 

Пусть искомое количество воды ==9; тогда у=3х (вед.). Иссле- 
дуем изменение у, принимая его за функцию от х. 


Пусть 21. №2. №5, №4 56-Е 
Тогда у—=3, 6, 9, 12, 18, М. 


Нетрудно видеть, что и здесь значения у пропорцональны 
соответствующим значениям х (каждое значение у больше соответ- 
ствующего 5 в 3 раза); с возрастанием 5 и функция его у 
возрастает, и притом равномерно (при увеличении х на 1 еди- 
ницу значения у возрастают каждый раз на 8 единицы). 

Изобразим нашу функцию графически. Взяв пару взаимно пер- 
пендикулярных осей ОХ и ОУ, будем откладывать по горизонтальной 
оси ОХ (черт. 28) отрезки ОЛ, ОБ, ... изображающие зремя (на 
нашем чертеже каждой минуте соответствует отрезок в 1/, см); а из 
концов их будем восставлять к оси ОХ перпендивуляры АК, ВГ,... 
изображающие количество прибывшей воды (при чем каждый отрезок 
в 1/, см соответствует 1 ведру). Тогда можем убедиться совершеняо 
так же, как и в предыдущем случае, что концы всех этих перпенди- 
куляров лежат на прямой линии ОМ, которая и будет графикой 
данной функции у=3х 

Точка О соответствует начальному моменту (х==0, у==0); можно 
получить продолжение графики по другую сторону оси ОХ, если 
принять во внимание отрицательные значения х и соответствующие 
им значения у: 


Пусть х—=—1—2,—8,— 4—5 6,... 


Тогда у=—8,—6,—9,—12,—15.—18,... | 
Задача получает при этом такой смысл: за 1, 2,8, ... мин: 
до настоящего момента в баке было $8, 6, 9,... ведрами 


меньше воды, чем теперь. 

Поляая графика данной функции у==8х располагается таким 
образом в правом верхнем и левом нижнем углу осей (черт. 28) и 
наглядно представляет нам как пропорциональность значений 4 и х, 
так и равномерное возрастание у при возрастании х. 

Возьмем еще функцию у =——3 = (это соответствовало бы задаче 
вроде предыдущей, но только при условии, что в каждую минуту из 
бака выливается по 3 ведра воды), и рассмотрим изменения этой 
функции. 

Пусть 2 — 1, р 5 4, 5, а 1—1, —2,—8,— 4, — 5, я 
Тогда 9==—8,—6,—9—12,—15,...; 3, 6, 9, 12, 15,.. 
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Как видно, величины 9 и 1 попрежнему пропорциональны, 
нс возрастанием 5х его функция у убывает равномерно. 

Представив эти изменения на чертеже, убедимся, что графика 
функции у=—=-—34 представляет прямую линию, расположенную 
в левом верхнем и правом нижнем углу осей (черт. 29). 

На основании разобранных примеров и других подобных им, 
можем вообще заключить, что всякая функция первого порядка вида 
у—=ах (где а постоянное число положительное или отрицательное), 
обладает следующими свойствами. 

1) Функция у и ее независимое переменное 5 прямо 
пропорциональны. 

В общем виде это можно доказать так: пусть имеем любые два 
значения переменного х : 2, и 2.; соответствующие значения функции 
будут у —=а2 и 9, —@1,; разделив эти равенства почленно, имеем 
а т.-е. отношение любых двух значений х равно отношению 
соотвототвующих значений у, а в этом и заключается пропорциональ- 
ность велачин у их 

2) Цри возрастании независимого переменного х 
функция его у возрастает, если коэффициент а поло- 
жителен, и убывает, если этот коэффициент отрица- 
телен. 

®Это обнаруживается в общем виде так: возьмем два значения 
переменного, меньше 4, и большее х. и определим соответствующие 
значения функции: у, =ах и у,==ах.. Найцем разность у; — 9, = 
—=а (х,— 2). Сомножитель 2, — 2, всегда положителен (так как 2, > 2); 
след., если а>0, то у/— у, >0, или у, > у, — функция возросла при 
возрастании независимого переменного; если же «< 0, то у.— < 0, 
или 9.< у — функция убыла. 

3) Возрастание и убывание функции равномерно, 
т.-е. при одинаковых приращениях переменного х приращения фун- 
кции также одинаковы. 

Это обнаруживается так: пусть переменное х получает два про- 
извольных значения, сначала 5:; я затем 1, соответственные значения 
функции будут у =а2, и у. ==9@х.. Теперь видим, что при этом незави- 
симое переменное получило прибавку, или, как принято говорить, 
приращение 1,—4:;. а функция получила приращение у, — у: == 
—0(2,—1,). Отсюда видно, что если приращение переменного 5х, — 
будет иметь постоянную величину, то функция будет получать по- 
<стоянное приращение а (1-—<,), каковы бы ни были значения пере- 
менного 2 и =, 

Коэффициент @ показывает, как видно, отношение между 
приращением функции у и соответственным ему 
приращением независимого переменного 4: 


7. 91 


Иначе говоря, он показывает скорость, с которой возряа- 
етает или убывает функция: если, напр., а==5, то это зна- 
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чит, что при увеличении х на 1 единицу 4 возрастает на 5 единии 
(в самом деле, если имеем функцию у = 51 и положим д ==1,2,3,4,5,... 
То у==5, 10, 15, 20, 25...,) а если а==100, то это значит, что при 
увеличении д на 1 единицу у возрастает на 100 единиц (функция 
у —= 1005 при з==1, 2,3, 4,5,... дает у==100, 200, 300, 400, 500, ...). 

Графика функции вида у==ах, как мы убедились, есть прямая 
линия; она проходит через точку пересечения осей и помещается 
при а>0 в правом верхнем и левом нижнем углу осей (так как в 
этом случае при положительном х— и у положителен, а при отри- 
цательном х— и у отрицателен); при а< 0 графика лежит в левом 
верхнем и правом нижнем углу осей. 

Зная, что графика функции вида у==ах есть прямая линия, мы 
можем строить ее весьма просто по двум ее точкам. Пусть, напр., 
нам’ надо построить графику функции у=2 <; мы знаем, что эта 
прямая проходит через точку пересечения осей (при 5==0 и у==0); 
дадим теперь независимому переменному х произвольное значение, 
напр., х==1 и найдем соответствующее значение у=2; отложив по 
оси ОХ отрезок ОА==1 единице (черт. 80) и восставив в этой точке 
перпендикулар АК—=2 единицам, получим вторую точку графики К. 

Прямая ОК и есть, очевидно, искомая графика функции у=2х5 
(черт. 80). у 

Если будем строить графики различных функций вида )==о0х 
(напр., у==1/7, у==1, у-=2 1, у=3х и т. д.--ем. черт. 31), то 
найдем, что с увеличением абсолютной величины коэффициента & 
графика поднимается кверху вее круче (приближается к вертикальной 
оси); с уменьшением же абсолютной величины а графика становител 
все более отлогой (приближается к горизонтальной оси). Таким обра- 
зом, угол, составленный графикой с осью ОХ, изменяется с измене- 
нием коэффициента а; по этой причине коэффициент а называют 
иногда угловым коэффициентом. 

Выше мы нашли, что если функция выражена формулой вида 

—01, то величины у и < пропорциональны; можно показать, что. 
и наоборот, если две величины пропорциональны, то формула, вы- 
ражающая их функциональную зависимость, должна иметь вид у==ах. 
БВ самом деле, если две величины у и х пропорциональны, то это. 
значит, что отношение любых двух значений одной из них (у, к 9, 
равно отношению соответствующих двух значений другой величины 


(21 к 2.): 


Я 
92 4 
Отсюда 
ПЗ 
т т 


Взяв еще и другие пары соответствукщих значений: 2 и у, Ч, 
и 9.,... найдем подобным же способом, что 
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т.-е. отношение любого значения у к соответствующему значению 52 
есть величина постоянная. Назвав эту постоянную величину буквою а, 
можем написать что для любого значения уи соответствующего 
ему х справедливо равенство 


9 
7—6. 
откуда а 
у—=@а. 


Таким образом, функция у= ах выражает закон прямой 
пропорциональности и изображается графически пря- 
мой линией, проходящей черезточку пересечения осей. 

Вот образец практического применения график. Известно, что 
один метр равен 0,47 саж.; след.. если нам нужно узнать, скольким 
саженям равны х метров, то искомое число сажен у== 0,47% и будет 
функцией от 5. 

Мы можем получить графическую таблицу преврашения метров 
в сажени, если построим надлежазим образом графику этой функции 
у==0,47 х. Возьмем кусок миллиметровой бумаги (так называется 
бумага, разграфленная на квадратные клетки длиной и шириной в 
1 миллиметр), начертим на ней оси и примем, напр., что на гори- 
зонтальной оси каждый отрезок в | сантиметр соответетвует 1 метру 
(а на вертикальной—1 сажени). Чтобы получить графику нашей 
функции, возьмем точку, соответствующую хотя бы 20 метрам (2—=20, 
у—==9,4 — по горизонтальной оси откладываем отрезок в 20 см, и из 
конца его восставляем перпендикуляр, равный 9,4 см.); затем соеди- 
няем эту точку с точкой пересечения осей (см. черт. 32). 

Наш чертеж дает возможность непосредственно переводить метры 
» сажеяи и наоборот с точностью по 0,1 (и даже до 0,05). Так. напр., 
по чертежу сразу видно, что 9 метр.—=4,2 саж.; 18 метр.==6,1 саж.; 
17,2 метр.—=8,1 саж.; 4 саж.==8,5 метр.; 7,3 саж.—==15,5 метр., и т. д. 

Подобным же способом можно получить графические таблицы пля 
превращения фунтов в килограммы, франков в рубли, и т. д.; если 
нужно увеличить точность таблицы, то достаточно выбрать для этого 
большую епиницу длины и соответственно увеличить размеры чертежа. 

$ 84. Необходимые сводения © координатах.— Припомним, как 
мы находили отдельные точки, по которым строили графику какой- 
либо функции. Когда, напр., нам нужно было получить графику 
функции у=—=21, мы находили пва соответствующих значения пере- 
менного и функции: х=—1 и у=9, и откладывали от точки О по 
горизонтальной ОХ вправо отрезок Од =—1, а из точки А восстав- 
ляли к оси ОХ вверх перпендикуляр АК? (черт. 33). Таким обра- 
зом положение точки К определялось условиями, что она удалена 
от горизонтальной оси ОХ вверх ина расстояние АК==2 единицам, 
а конец этого перпендикуляра АК отстоит от точки О на расстояние 
ОЛ —1 единице. Можно выразить это условие иначе: опустив из 
точки К перпендикуляр КВ на ось ОУ, видим, что КБ= ОА-=1, 
и положение точки К определится так: она удалена от горизонтальной 
оси ОХ вверх на 2 единицы дланы, а от вертикальной оси ОУ— 
гправо на 1 единицу. 
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Заметим, что подобпыми условиями положение точки Д опзеде- 
ляется па плоскости вполне, т.-е. ва плоскости нет другой точки, 
которая удовлетворяла бы тем же условиям. В самом дело, все точки, 
удаленные от горизонтальной оси ОХ вверх на расстояние ==, лежат 
на прямой БА, параллельной оси ОХ и отсгоящей от нее на 2 единицы 
вверх (черт. 83); все точки, удаленные от вертикальной оси вправо 
на расстояние =—=1, лежат па прямой АК, параллельной оси ОУ и от- 
„стоящей от пее на 1 единицу вправо; точка же, которая удовлетво- 
ряет одновременно обоим условиям, должна лежать па пересечении 
указанных прямых. Но две прямые могут пересекаться только 
в одной точке, след. точка К есть единственная, удовлетворяющая 
данным условиям. 

Итьк, положение точки на плоскости вполне опре- 
деляется, если заданы (по величине и по направлению) 
ее расетояния от двух взаимно перпендикулярных 
прямых ОХ и ОУ. Эти расотояная называются координатами точки; 
в частности, расстояние точки от оси ОУ (в данном случае ВК — 
черт. 83) или равный ему отрезок горизонтальной оси (ОЛ) наз. 
абециесой точки (‹абсцисса» и значит «отрезок>), а расстояние точки 
от оси ОХ (АК) или равный ему отрезок вертикальной оси (ОБ) наз. 
ординатой точхи (‹ордината» — отвес, перпендикуляр). Направления 
эзих расстояний будем обозначать знаками || и—, считая положи- 
тельными те расстояния, которые откладываются вправо (по гори- 
зонтальному направлению) или вверх (по вертикальному) и отрица- 
тельными — противоположные им; в данном случае (черт. 88) абециеса 
точки А ==1 ед., считая вправо, или-|-1 ед.; ордината ее—=2 ер., 
считая вверх, или-|-9 ед; если бы взали точку, отетоящую от 
вертикальной оси на 4 ед. вораво, а от горизонтальной на 3 ед. 
втерх (черт 84—_точка 4), то ее абецисса ОБ-—=--4, а орданата 
00 —-= 3; на том же чертеже видно, что точка А, имеет абецисех 
06, =--6 и ординату ОС, =— 5; точка А, —абсциссу ОВ, =— 5 
и ординату ОС, =--2; паконец, точка А,— абециссу ОВ. = — 7 и орди- 
нату ОС. —=—3. Сокращенно обозначают абсциссу буквою 2, орди- 
нату— у и пишут так: точка А (2==4, у—3), точка А. (1=6, у=— 5...) 
или еще короче: точка А (4, 3), точка А, (6,—5), и т. д.; самые оси 
пля краткости обозначают также одной буквой; вместо «ось ОХ» пи- 
шут ‹ось Х», а вместо «ось ОУ» — «ось Ё». 

Следует еще обратить внимание па точки, одна из координат 
которых есть нуль; легко видеть, что такие точки лщкат на самих 
осях; напр., точка А (4,0) лежит на оси ОХ (черт. 85), в 4 единицах 
вправо от начала координат, точка В (0,3) лежит на оси ОУ в 3 
единицах вверх от начала координат; точка же, определяемая ко- 
ординатами (0,0), есть, очевидно, точка пересечелия осей, или, как 
ее иначе называют, пачало координат 0. 

Если нам нужно построить точку по задапным ее координатам, 
то это проще всего выполнить Так, как мы делали при графическом 
изображении функций, пусть, напр,, вужно построить точку (—5,3). 
Тоглда отложим по оси ОХ влево отрезок ОБ==5 (черт. 86), а из 
конца его восставим к оси Х вверх перпендикуляр ВА —=3, и точка А 
есть искомая. 
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Определение положения точни на плоскости с помощью коорди- 
зат применяетея на практике довольно чзото. 

Так напр., при рисовании по клеточкам, мы выполняем и про- 
ъеряем рисунок, соечитывая, на сколько клеточек удалена та или 
иная его точка от левого и ст нижнего края чертежа: рисуя хотя 
бы часы, изображенные на черт. 37, мы должны заметить, что конен 
левой гири отстоит от левого края чертежа на 3 клеточки, а от 
нижнего — на 1 клеточку; конец маятника от левого края на 4 кле- 
точки, а от нижнего на 5; середина циферблата (место, где прикреп- 
лены стрелки) — от левого края на 4 клеточки, а от нижнего на 
12 клеточек, и т. д. Левый и нижний край рисунка являютел в дап- 
чом случае осями координат. 

Подобным же образом производится расчет и при вышивании 
ито канве. Если нужно нзпр., воспроизвести узор, изображенный на 
‘черт. 38, то мы замечаем, что самые нижние концы венка отстоят 
®т нижнего края рисунка на 6 клеточек, а от левого — на 24 и 34 
жлеточки; следующие нижние копцы вепка отстоят от нижнего края 
рисунка на 8 клеточек, а от левого— на 13 и 45 клеточек, и т. д. 

На географических картах положение какого-либо места обозна- 
мается его широтой и полготой, т. е. расстоянием от экватора, считая 
® северу или к югу, и от первого меридиана, считая к востоку или 
западу (экватор и первый меридиан являются, такчм образом, эсями 
шоординат). Расстояния эти выражаются, как известно, в градусах 
{и их ‘частях — минутах и секундах) и изображаются на картах 
прямыми или чаще кривыми линиями (так как поверхность земли 
зочти шарообразна, и соответствующие расстояния на ней представ- 
ляют приблизвтельно дуги кругов). На прилагаемой карте (черт. 39} 
экватор изображен горизонтальной прямой, помеченной цифрой 0 
«места, расположенные на экваторе, имеют широту, равную пулю); 
‚а первый меридиан проведен через остров Ферро (и Исландию} и изоб- 
фражен вертикальной прямой с пифрей.0. Но этой карте видно, напр., 
‘что Балеарские острова (у берегов Испании, в Средиземном море) 
лежат приблизительно под 40° северн. широты и 20° восточн. дол- 
готы, т.е. их географические координаты будут-- 40° м -|- 20°; 
положение Сандвичевых островов определепо координатами -- 20° 
и — 1405, т.-е. 20° сев. широты и 140° западн. долготы, и т. д. 


8 85. Фуницин первого порядка вида у—=ах и их пагляд- 
ое изображение. — Рассмотрим такую задачу: 

Вертовой ездок находится в 6 метрах впереди, зиоссейной будки и уоа- 
ляется от нее во скоростью 8 метров в каждую сепуиду. Где он будет 
через т секунд? 

Пусть искомое расстояние верхового ездока от будки = метр. 
очевидно, у—=21--6, и если принать х за независимое переменное, 
то у будет его функцией. 

Будем давать времени х различные значевия и следить, как из- 
менястся расстозние у. 


Пусть х=0, 1, 2, 3, 4, 6,.... 12—34 6,... 
Тогда у=—6, 8, 10, 12, 14, 16,...; 4 9, 0—2--4.... 
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Нетрудно заметить, что здесь величины у и х уже ие мропор- 
зиональны (напр., второе значение у больше второго значения х 
в 8 раз, а третье значение у больше соответетвующего х в 5 раз); 
но попрежнему е возрастанием х возрастает. и у притом 
равномерно (при увеличении х на 1 единицу у возрастает всякий 
раз на 2 единицы). 

Изобразим теперь нашу функцию графически. Возьмем попреж- 
нему оси ОХ и ОУ и будет откладывать по горизонтальной оси ОХ 
(черт. 40) отрезки ОА, ОВ..., изображающие время (при чем каждая 
эдиница длины соответствует 1 секунде); а из концов их будем вос- 
ставлять к оси ОХ перпендикуляры АК, БГ,..., изображающие со- 
ответственные расстоявия верхового от будки (при этом каждая 
единица длины изображает 1 метр). Начальное расстояние верхового. 
(6 м. впереди будки) будет изображено отрезком ОН, а расстояния 
его от будки в предыдущие момепты (за 1, 2, 8,..., еек. раньше) 
пернендикулярами 4. А, 6. Ё. ит. д. 

По чертежу видно, что в этом елучае концы перпендикуляров, 
изображающих значения нашей функции у=2-|- 6, лежат на одной 
прямой. Докажем, что это так и должно быть. 

Проведем сперва одну вспомогательную прямую — графику функ- 
ции у==2л. Предположим, что вслед за нашим верховым по шоссе 
едет его товарищ © такой зе скоростью (2 м в каждую сек.), но 
в б м позади его; тогда в начальный момент этот-второй ездок будет: 
проезжать мимо шоссейной будки, а спустя х сек. его расстояние 
от будки будет выражаться формулой у=21 (метров). Построим гра- 
Ффику движения этого второго ездока; это мы уже умеем делать: 
в начальный момент положение второго ездока выражается точкой ( 
{началом координат), а по истечении 1 сек. его расстояние от будки 
будет равно 2 м и будет изображаться перпендикуляром АЁ (черт. 41), 
равным 2 единицам и восетавленным из точки 4 (ототоящей от О 
на расстояние ОА—1); графика же функции у==235, как мы уже 
знаем, есть прямая линия, проходящая через эти две точки О и Е. 
Докажем теперь, что графика функции у==2л-- 6 есть прямая парал- 
лельная графике функции у==2х. С этой целью соединим точки Н 
и К и рассмотрим четыреугольник ОНКЁЕ. В нем сторона ЕК —= АК 
— АЕ=8—2==6 един.: сторона ОН также ==6 ед.; след. ОН — ВК; 
кроме того, стороны ОН и ЁИ, очевидно, параллельны друг другу: 
а если в четыреугольнике две стороны равны и параллельны, то такой 
четыреугольник есть параллелограм, и, слел., линия НК параллельна 
линии ОЁ. 

Подобным образом докажем вообще, что, взяв произвольное зна- 
чение 2, равное 2, и построив перпендикуляр, изображающий соот- 
ветствепное расстояние первого ездока от будки: у, =22, -| 6, получим 
точку, лежащую на той же прямой НК. В самом деле, отложим 
по оси ОХ отрезок ОРГ=х, и восставим в точке ЕЁ перпендикуляр 
ЕРР==2х, --6; точку пересечения этого перпендикуляра с прямой ОЁ 
(т.-е. с графикой функции у==25) назовем (©. Так как точка О лежит 
на графике функци у—2х, то пе; пендикуляр ОЁ, опущенный из нее 
на ось ОХ, должен изображать расстояние от будки второго ездока, 
соответствующее времени, изображаемому отрезком ОЁ., т.-е. 2; сек... 
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слен., перпендикуляр @Ё должен иметь длину 22,. Проведем теперь 
рямую через точки Н и Р и рассмотрим четьыреугольник ОНРО. 

Если РР=—=2 |6 и ОЕ, то РО 6; сторона ОН также=: 
—=6, сдед. Ро=ОН; эти стороны сверх того и параллельны, поэтому 
четыреугольник ОНРО есть параллелограм, и прямая НР парал- 
лельна 00. А так как через точку Н может проходить только одна 
прямая,‘ параллельная линии 00, то наша прямая НР должна сов- 
падать с прежде построенной прямой НА: 

Итак, мы нашли, что конец любого перпендикуляра, изображаю- 
его значение функции у-=2=--6, лежит`на прямой НФ; обратно, 
можно показать, что если на прямой НР возьмем любую точку ПД, 
то перпендикуляр 19, опущенный из нее на ось ОХ, выразит не- 
которое значение функции у=2х-|-6 (соответствующее тому значе- 
нию времепи 5, которое выражается отрезком горизонтальной оси от 
точки О до конца этого перпендикуляра 5). В самом деле, пусть 
отрезок 05=—,, а перпендикуляр И = у», и пусть Т будет точка 
пересечения перпендикуляра АБ с линией ОФ (т.-е. ев графикой 
функции у==22). По чертежу видно, что №5 ==5Т-- ТГВ; но так как 
точка 7 лежит на графике функции у=—=25, то перпендикуляр ©Т 
выражает расстояние от будки второго ездока через х, сек., т.-е. 
бТ==21,; отрезок же ГА=ОН==6 (так как четыреугольник ОНЙГ 
есть параллелограм); след. Иб==у,==2х,--6, т.-е. перпендикуляр 28 
выражает расстояние от будки. первого ездока через х, сек. 

Мы нашли, таким образом, что графика функции у==2х- 6 
эсть прямая, параллельная графике функции у—2< и 
пересекающая ось У в точке (Н), лежащей на 6 единиц 
выше начала координат. 

На этой графике мы можем, подобно предыдущему, проследить, 
что при перемещевий вправо (т.-е. с возрастанием независимого пе- 
ременного) возрастает и длина перпендикуляров, изображающих зна- 
чения функции; и возрастание это совершается равномерно — при 
перемещевии вправо на 1 едивицу пдлипы перпендикуляры увеличи- 
ваются всякий раз на 2 единицы длины. Графика пересекает ось Х 
в точке (С,) отстоящей от О влево на 3 едипицы длины; это пока- 
зывает, что 3 секунды тому назад первый ездок проезжал мимо будви. 
"Точки графики, расположенные левее точки С. лежат вместе с тем 
и под осью Х; это показывает, что 4, 5, 6,... секунд тому назад 
{вообще при значениях времени, предшествовавших з'ачевию х==— 3) 
первый ездок находилея еще позади будки, и т. д. 

Возьмем еще задачу: 

Верховой ездок находизтися в 10 метрах впереди зиосвейной будки и 
приближается к ней со скоростью 2, м в каждую секунду. Определить 
ею расстояние от будки через ж секунд. 

Очевидно, искомое расстояние 410—721, (+); примем х за 
исзависимое переменное и исследуем изменения его Фувкции 79. 


Пусть х= 40, 1, 2, 3, 4, 6, -...-. к 9, 34... . 
Чогла )—10 0 ре 5, 2, 0—2 Гы а; 1 /,, 20. .- 


Селичины у и 2, очевидно, не пропорциовальвы (нагр., второе 
знечение у больше второго значения х в 71/, раз, а третье значение 
* 
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у больше соответотвующего 2 только в 21/, раза); е возрастанием 
ж функция его убывает (и наоборот) и притом равно- 
мерно (при увеличении х на 1 едвницу у убывает всякий раз на 
21|, едипицы). 

Изобразим графически нашу Функцию. Первоначальное расстоя- 
ние нашего верхового (10 м впереди будки) будет представлено н® 
оси ОТ отрезком ОН=10 см. (черт. 42): затем будем откладывать 
по горизонтальной оси ОХ отрезки ОА, ОБ..... изображающие время 
(при чем каждая единица ллины соответствует 1 секунде), а из их 
концов будем восставлать перпендикуляры АА, ВГ..... изображающие 
расстояния верхового от будки (при чем каждая единица длины со- 
'ответствует 1 метру; в точке Л) не придется восставлять никакого- 
перпендикуляра, тав как по истечении 4 секунд верховой окажетея 
у самой будки). 

Но чертежу видно, что концы всех перчендикуляров, изображаю- 
щих значения нашей функции у ==10—21/, х, лежат на одной пря- 
мой. Подобпо предыдущему, докажем, что так и должно быть и 
что графика функции у==10 — 21/.5 параллельна графике функции 
у— — 91/5. 

Пусть перед нашим ездоком, в 10 м от него, едет по шоссе его 
товарищ с такой же скоростью (21|, м в сек.) и в том же направле- 
ний; тогда в начальный момент он будет проезжать мимо будки, а 
спустя х сек. будет нозади будки на 21/5 м, т.-е. его расстояние 
от булки будет выражено формулой у=——21/, 2. Построим графику 
движения этого второго ездока; как мы знаем, в начальный момент 
его положение будет изображено точкой О, а через одну секунду ой 
будет в 21/, м позади булки, т.-е. его расстоявие от будки будег 
изображено перпендикуляром А@ ==21/,, восстановленвым книзу из 
точки А, отстоящей от О на отрезок 0.4 —=1 (черт. 42); графика же 
функпни у=—=— 21/. х, но предыдущему, будет прямой линией, прохо- 
дящей через точки О и @. 

Рассмотрим теперь четыреугольник ОНКС. В нем АК=1|.. 
А@=71/,, слеп. СК=АК--АС-==Пр--,, —=10 или СК—ОН; 
кроме того, ЯК] ОН, след. четыреугольник ОНКС есть параллело- 
грам, и прямая НК параллельна прямой Об. 

И вообще возьмем произвольное значение времени равное 2, 
(предположим даже, что х, более 4 сек., так что конеп отрезка ОР, 
изображающего 2, лежит правее точки 10), и ностроим перпендикуляр» 
ЕР, изображающий соответственное расстояние первого ездока от 
будки у, =10—25;; покажем, что конец его Р лежит на той же пря- 
мой НК. В самом деле пусть © будет точка пересечения этого пер- 
пендикуляра ЁР в прямой ОС (т.-е с графикой функции у==— 21.1}; 
по предылущему, перпевдикуляр ЁО должен изображать расстояние: 
от будки второго ездока через, сек.; след., его абсолютная длина 
будет 21/, х единиц. Перпендикуляр же ЕР имест длину 21/, х, — 10: 
единиц (так как выражаемое им расстояние у, —10 — 21|.2, предетав- 
ляет, по условию, отрицательное число); слел., отрезок РО—=10 ин 
равен отрезку ОЙ; а так как притом РФ || ОН, то опять заключаем,» 
что четыреугольник ОНРО есть параллелограмм, и линия НР=0ОФ. 
Но через точку Н может проходить только одна нрямая параллельная 
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линии (0, след., наша прямая @Р должна совпадать с прежде про- 
веденной прямой НК. 

Таким образом, конец любого пернчендикуляра, изображающего 
значение функций у=10—21,х, лежит на прямой НР; обратно, 
можно показать, что если на прямой НР возьмем любую точку Т, то 
перпендикуляр 75, опущенный из нее на ось ОХ, выразит некото- 
рое значение функции у==10— 21/, х (соответствующее тому значе- 
нию времени я, которое выражается отрезком от точки О до конца 
этого перпенликуляра 5). В самом деле, пусть отрезок 05 =», а пер- 
пендикул»р 18 =9.. Пусть [ будет точка а НИЕ этого перпен- 
пикуляра 19 с прямой ОО (т.-е. с графикой Функции у==— 21/2). 
По чертежу видно, что 79 = #3— ПР; но так как точка П лежит на 

‘графике функции у==— 21]. 1, то перпендикуляр Аб выражает рас- 
стояние от будки второго ездока через 2, сек., т.-е. абсолютная длина 
18 —21/, т); отрезок же ПТ= ОВ ==10 (так как четыреугольник ОНР 
есть паралльлогран); след., абсолютная длина 75 -=21/, г, — 10, если 
же мы желаем выразить и направление перцендикуляра 75, то долкны 
взять его абсолютную длину со знаком —, т.-е. 15 ==у,==—21/, м. 
10—10 — 21/, 2.; перпендикуляр 15 выражает, таким образом, расетоя- 
ние от будки перзого ездока черезх. сек. 

Итак, оказывается, что графика функции у=10 —21/х 
есть прямая, параллельная графике функции у — — 21/5 
н пересекающая ось У в точке (Н), лежащей на 10 еди- 
ниц выше начала координат. 

И на этой графике мы можем проследить, что при перемещении 
вправо (т.-е. с возрастанием значений х) убывает величина перпенди- 
куляров, изображающих значения функции — точки графики опуска- 
ются все ниже и ниже. Точка 0 (в которой графика пересекает ось 
1Х), имеющая абсциссу == 4, показывает, как сказано выше, что, спу- 
стя 4 сек, первый ездок будет проезжать мимо будки; точки графики, 
расположенвые правее ее, лежат в то же время и под осью Х; это 
показывает, что по истечении 4 сек. ездок будет ехать уже позади 
будки, и его расстояния от нее будут выражаться отрицательными 
числами (наобсрот, точки графики, лежащие левее точки 0, распо- 
ложены вместе с тем над осью Х, что соответствует положению 
ездока впереди будки). Убывание функции идет равномерно; 
это обнаруживается на графике тем, что при перемещения вправо на 
1 единицу длины ордината убывзет каждый раз на `21/, единицы и т. д. 

Рассматривая подобные примеры, можем таким же способом 
найти, что, напр., графика функции у=3л—-5 есть прямая, парал- 
лельная графике функции у==3х и пересекающая ось У в 5 едини- 
цах ниже начала координат; графика функции у=--2х—-7Т парал- 
лельна графике функции у==— 25 и пересекает ось У в Тединицах 
низке начала координат; и т. д. 

м можем заключить что фупкция первого порядка вида 


же свойсгва, что и функция вида = (3 84), за исключением пер- 
вого: величины 9 и 1 теперь уже не пропорциональны. 

В общем виде это отсутствие пропорциональности между у из 
доказывается так; пусть имеем дза произвольных различных значения 2; 
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71 И т,, и соответствующие значения у: у, = 02, |-В и у, == ах, 1; 


у __ аа, в 
тогда отношение о Щеео бы это отпошение двух значений 
9/5 Я 


$ было равно отношению соответствующих значений д, т.-е. если бы 


аа, -|-6 м а 
имело место равенство а > то, взяв произведение крайних 
и средних членов пропорции, мы получили бы ал; т. -|- 6х, — а 1-я, 
или бу, =6х,, т.-е. ==, а это противоречит условию. 

Остальвые свойства функции вида у =—=а2--Ь доказываются точь- 
в-точь так, как и для функции у-=ах (5 84). 

Коэффициент а и в этом случае показывает отношение между 
приращением независимого переменного х и соответствующим прира- 
шением Функции, или скорость, с которой функция возрастает или 
убывает: если имеем значения переменного т и т., то приращение 
< будет д, —т, а приращение у будет 3—9 ==а(,—1,) (так как 


=, РВ иу, — ах, 1-5); отеюда а, Напр., мы рассматри- 

ен 
вали фупкцию у==10 —21/.х и видели, ‘что при возрастании х на 
1 единицу у убывает на 21/, единицы (при х=0, 1, 2, 3, 4, Ва 
имели у==10, 71/,, 5, 21/,, 0,..); если возьмем функцию у=1- 50%, 
то при возрастании х на 1 единицу у будет возрастать всякий раз 
на 50 единиц (при х=0, 1, 2, 3, 4, 5,... имеем у=1, 51, 101, 151, 
201...). 

Графика функции У—=ат--6 есть прямая, пзраллельная графике 
функции у=ах и пересекающая ось У в точке, расположенной в 
единицами выше или ниже начала координат, смотря по знзку 5 
(т.-е. в точке, ордината которой равна 6). Ось же Х пересекается 
намей графикой в такой точке, которая соответствует значению 


функции у==0, или а--ь—=0; отсюда ЕЕ эм т.-е. абсцисса этой 


2 О 
точки равпа— — 
Г) 


Очевидно, и в данном случае проще всего строить графику по 
лвум ео точкам; пусть, напр., нужно построить графику функции 
У—6 — 11/2. Очевилио паша графика пересекает ось У в точке А, 
ордината которой ==6 (черт. 43); дадим теперь переменвому х произ- 
вольное значение, напр., х==1, тогда У==41/.; след., наша графика 
проходит еще через точку В (1, 41/,). Вместо точки В можно было 
бы найти ту точку, в которой искомая графика должна пересечь ось 
Х; это будет при 6 — 11/.5=0, или +=4, т.-0. абецисса этой точки 
(С) равна 4. 

Если нам даны две функции вида У==а2--6 с одинз- 
ковыми коэффициентами при х, напр., У &-Б п 
У=1/,&-- 7, то ветрудно видеть, что их графики взаимно па- 
раллельны, так как ови обе должны быть параллельны графике 
функции у=1/, 4 (черт. 44). р 

Заметим еще, что если функция вида у=аз--6 берется из услс- 
вия задачи, то графика ее не всегда представляет полностью б6есго- 
нечную прямую, а ивогла — прямую, ограпиченную только с одной 
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стороны, или отрезок прямой между двумя точками. Напр., пусть нам 
дано, что бак, вмещающий 10 ведер, в настоящий момент полон во- 
дой, и из него выливается в каждую минуту по 2 ведра; тогда коли- 
чество воды, остающейся в баке через х мин., будет у—10 — 2х вед.; 
очевидно, эта формула годится здесь только для тех значений д, ко- 
торые полозкительны (так как за 1, ®, 3,... мин. до начального 
момента бак все же не мог вмещать более 10 ведер воды) и притом 
не превышают 5 единиц (так как по истечении 5 минут бак будет уже 
пустым и дальше ничего нельзя будет выливать). Графика функции 
у —=10 —2х между данными значениями будет изображена отрезком 
прямой АВ (между точками А (0,10) и В (5,0) — черт. 45): продол- 
жение этой прямой левее точки А соответствовало бы значениям 
функции, большим 10, а продолжевие ее правее точки В — отрица- 
тельным значениям функции; чи то, ни другое в данной задаче не 
имеет места. 

Выше было указано, что если функция выразкена формулой вида 
у—ах-Е6, то величина у изменяется при изменении х равномерно; 
можно показать, что и наоборот, если при изменении некоторой вели- 
чины х ее функция у чзменяется равномерно, то зависимость между 
этими величинами должна выражаться формулой вида у=ол-- 6. В 
самом деле, пусть некоторому начальному (постоянному) значению 
незавиеимого переменного, равному 2, соответствует значение функ- 
ции, равное 9; а другому, произвольному значению независимого 
переменнаго, равному х, соответствует значение функции, равное у. 
Если данная функция изменяется равномерно, то это значит, что от- 
ношение между приращением функции (у— 9.) и соответственным 
приращением независимого переменного (1—2) есть количество по- 


стоянное; назовем это отношение через а, так что У — а. Отею- 
=, 

да у— 9 =а (1—2), или у—=ах--у, — ах. Обозначим теперь в этой 
формуле постоянную величину 9, —0@2, через 6; тогда видим, что за- 
висимость между у и х выражается как раз формулой вида у-—=аж- 6. 

Таким образом, функция у=ох-6 выражает вообще 
закон равномерного изменения; в частном случае при 
$ —=0 она обращаетея в функцию у=—=ах и выражает закон прямой 
пропорциональности. Графически она изображается прямой линией. 
пересекающей ось У в точке, ордината которой равна 6, а ось Х 


в точке, абсцисса которой равна — — (что соответствует нулевому 
а 


знячению функции). В виду того, что графика функции первого 
порядка вида у=—ах-РЬ есть прямая линия, подобные функции 
называются линейнымн. 


5 85. Применение прямолинейных график к вопросам, касаю- 
имея равномерного двизкения и вообще равномерного изменения. 
Возьмем такую задачу: 

Два автомобиля выезжают одновременно навстречу друз дру, пер- 
вый — со станции на’ иоосве, второй — из деревни, отстоящей от станиии 
на 15 км. Оба они движутся равномерно, но с различной скоростью; 
второй через 30 мин. успел уже прибыть на станцию, а первый за это 
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время отлехаль от нее только 10 км. Определить, на каком расстояние 
от станции они встретились и через сколько мипут после отьезда? 

Возьмем кусок маллиметровой бумаги и проведем на ней коорди- 
натные оси ОХ и ОУ (черт. 46), и пусть началу координат О соот- 
ветотвует начало движения первого автомобиля со станции. Кроме 
того, пусть каждый миллимегр по оси Х обозначает одну минуту, 
а по оси У— один километр. Тогда началу движения второго авто- 
мобиля соответствует точка А на оси У, имеющая орлинату 15 мил- 
лимегров. В условии сказано, что второй автомобиль прибыл на 
станпию через 30 мин., след., его положение в этот момент будет 
изобразжено на оси Х точкою ВБ, имеющей абециссу 30 миллим. 
Первый же автомобиль в это время отстоит от станции на 10 хм; 
след., его положение будет изображено точкой С с координатами 
30, 10. 

Так как автомобили движутся равномерно, то графики их дви- 
жения будут прямыми ланиями: ОС— для первого, и АБВ для 
второго. Эти графики пересекаются в точке 1/, имеющей, как видно 
по чертежу, ординату 6 мм и абсциссу 18 мм; это показывает, яго 
встреча произойдет на расстоянии 6 км от станции, спустя 18 минут 
после отъезда. 

Алгебраическое решение задачи (или арифметическое) дает, 
конечно, тот же результат. Пусть 1 будет искомое число минут от 
выезда автомобилей до их встречи; так как первый автомобиль про- 
ехал в 30 мин. 10 километров, то в одву минуту он проезжает 1/. км, 
ава мин. проедет 1/, х хм; второй за те же 30 мин. проехал 15 им, 
след., за 1 мин. он проезжает 1/, им. а в х мин. сделает 1/5 км; 
сумма расстояний, сделанных обоими автомобилями до встречи, 
равна 15 им, т.-е. .ж--1,я=16, или |, х=15, откуда х==18; 
а расстояние от станции до места встречи равно пути, совершенному 
за это время первым автомобилем, т.-е. 1/,-18==6 км. 

Решение вопроса при помощи график иногда бывает проще 
и быстрее, чем применение уравнений или арифметическое вычисле- 
ние. Пусть, напр., нам нужно решить такой вопрос: 

Между станциями Фастоз и Юотовилозка (Юю-Затадн. жщ. 0.), 
отстоящими друз от дру на 16 верст, идут навстречу Оруз друиу две 
поезда, пассажирский и дачный. Дачный поезд вяхойит из Фастова 
в 9 час. 1 мин. 1) и приходит в Мотовиловку в 9 час. 23 мин.; пасса- 
жирский оке выходит из Мотивиловки в 9 час. 3 мин. в прибывает 
в Фистов в 9 час. 80 мин. Еода они встретятся и на каком расстоя- 
нии от Фастова??). 

Если мы попытались бы решить вопрос непосредственпо (ариф- 
метическими вычислениями), то должны были бы рассуждать так: 
Дачный поезд, как видпо из условия, выходит из Фастова на 2 мин. 
раньше, чем встречный пассажирский из Мотовиловки; всего же он 
идет 22 мип., след., за эти две мин. он успеет пройти ?/,, или 1! 


111 
всего пути, и в момент выхода второго поезда из Мотовиловки 


1) По летнему расписанию 1913 г. 

2) В виду технических затруднений в этом издании нельзя было заменить 
черт. 46 и 47 повыми, поэтому в данном примере пришлось оставить русские 
меры. 
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расстояние между ними будет равно 19].} от 16 верст, т.-е. 146/.: вер- 
Дачный поезд проходит все 16 верст в 29 мин., след., в 1 минуту 
он пройдет 16]., или 8/, версты; пассажирский же, который проходит 
все расстояние в 27 мин., пройдет в 1 ми‘уту 16), версты; таким 
о иво, в 1 минуту поезла приблизятся друг к другу на 8-16 == 

|7 ==15/ версты, а встреча произойдет через столько мин. после 
выезда пассажирского поезда, сколько раз 195/’ вер. содержится 
в 146]. версты. Произведя вычисление, получаем 111/› мин., или 
круглым числом просто 11 мин., т.-е. встреча произойдет в 9 час. 
14 мин. Расстояние же места встречи от Фастова найдем, умножая 
8/1 версты (скорость дачного поезда) на 131/, (число мин., которое 
шел до встречи дачный поезд—он вышел 2 минутами раньше 
пассажирского); после вычисления получаем 9253/.„ вер., или 
почти 91], верст. 

Видим, что вычисления были довольно кропотливы, да и на 
практике, конечно, не требуется вычислять В подобных вопросах 
49-е доли минуты или’ 6539-е доли версты. Графическое же решепие 
вопроса гораздо проще и скорее дает те же результаты. 

Возьмем кусок миллиметровой бумаги и положим попрежнему, 
что каждый миллиметр на горизонтальной оси Х выражает 1 секунлу, 
а каждый миллиметр на вертикальной оси У—-1 версту. Станция 
Фастов пусть будет обозначена точкой пересечения осей (началом 
координат), а станция Мотовиловка будет тогда выражена на оси У 
точкой, ордината которой ==16 (черт. 47). Относительно времени — 
пусть начало координат соответствует 9 часам; тогда графику дач- 
ного поезда придется начать па оси Х в точке, абсцисса которой 
—1, и закончить в точке (23, 16); а графику пассажирского — начать 
в точке (3, 16) и закончить на оси Х в точке, абецисса которой == 30. 
Точка пересечевия обеих график имеет абециесу 14 и о©рдинату 
приблизительно 91/„, т.-е. встреча произойдет в 9 час. 14 мин. в В. 
верстах ох Фастова, как мы и нашли. 

Подобные графики применяются в железподорожном деле, когда 
пужно бывает составить паглядную картину двизкения нескольких 
поездов, обращающихся на данном участке пути. 

Так, напр., на черт. 48 изображено графически расписание 
движения следующих поездов, обращавшихся на участке Киев — 
Фастов (Юго - Западн. ж. д. летом 1913 г.). (См. таблипу на ст. 140). 

Подобная гра Бическая таблица дает возможность проследить все 
подр‘ бности движения указанных поездов. Так, напр., по чертежу 
мы видим, что почтовый поезд № 4, отходящай из Фастова в 7 ч. 40 мин., 
прибывает на ст. Мотовиловка в 8 ч 3 мин. и имеет здесь остановку 
до 8 ч. 6 мин. (графика его за это время остановки изображается 
горизонтальной прямой линией, так как расстояние поезда от Киева 
не меняется); затем идет далее и прибывает на от. Васильков в 8 Ч. 28 м., 
одновременно с пассажирским поездом № 7; после двухминутной 
стоявки идет далее, встречая по дороге скорый поезд № 7 (при- 
близительно в 8 ч. 40 м., в 28 верстах от Киева), и приходит на 
ст. Боярка в 8 ч. 53 м., где и встречает уходящий в это время 
дачный поезд № 57; здесь он стоит до 8 ч 56 м. и на дальнейшем. 
пути встречает идущий из Киеза курьерский поезд № 1 (в 9 ч. 12м.., 
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че а | ое 
= к =. р Названил станций. 1 я й 
аа [>] [2х о о 
В ыы, с В РЕМыь | Е 
| Е. 
7.30 1.50 18.20 | 9.0| 9.30 | 9.47! От. Киев 1 пасс. Ю. 3. Пр. |3. 0 9.30 |10.25 |11.26 
| | Ви 
8. 7 8.27 8.49 | — |10. 6 10.39 Пр. Ё От. |7.32 19 9.57 [10.55 
Боярка..... 91 т. 
89 8.29 [5.53 | — |10. 8 [10.43 | От. х тии. ры 9.54 |10.52 
8.28 | — 19.10| — 110.57 [11.11 к [ От. |... 830| 9.36 |10.34 
: Васильков ... 81 
8.29 8.50 (9.13 | — [10.28 11.14 || От. | ] пр. |... 8.28 | 9.35 10,3 
| Е 
| | | 
5.421 — |9.28| — 110.39 111.32 Пр. | > - ь, 6| 9.24 |10.21 
Мотовиловка .. 44 
Ва по к || Ох. | Пр Я | ас 
9. 7 9.30 |... [10.7 11. 3} — || Пр. Фастов. ... 69 0т.|...17.401 9.11... 
| | 


приблизительно в 11 верстах от Киева), и, наконец, прибывает в 
Киев в 9 ч. 30 м., одновременно с отходом оттуда пассажирского 
поезда № 5. 

На чертеже сразу видна также и сравнительная скорость движе- 
ния указанных поездов; чем круче поднимается или издает графика 
данного поезда, тем, очевидно, больше и скорость его на данном 
участко пути и т. д.; нетрудно также найти и численвую величину 
каждой скорости: напр., по чертежу видно, что почтовый поезд № 4 
за первые 10 минут своего пути прошел 7 верст, след., средняя ско- 
роеть его на данном перегоне (Фастов — Мотовиловка) будет 42 вер- 
еты в час. 

Укажем еше, как составляются графики температур, даю- 
щие возможность наглядно представить себе изменение температуры 
в течение определенного промежутка времени. Пусть, напр., в тече- 
ние полусуток с 12 час. дня до 12 час. ночи мы наблюодаом следую- 
яцие температуры воздуха: 


Полдень... 40 


6 
1 ч. дня... 50 и 1 Зы аа 
2ч. >... 510 8 эмиры 520 
Зе Сон: Эс. ЗИ же о 
и 10 ч. » ..— 80 
Ч >... 20 По ы чв 1.50 
Полночь .... — 31/0 


Возьмем прямоугольные оси координат (черт. 49) и пусть еди- 
ница длины на оси Х соответствует одному часу времени. а единица 
длины на оси У-—одному градусу. Первое показание термометра 
будет изображено точкою М, абецисса которой 0, а ордината 4, вто- 
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рое даст точку с координатами (1, 5), третье — точку (2, 51/,) ит. ц- 
Если соединим все полученные точки прямыми, то получим ломаную 
линию Л/М№, которая и будет искомой графикой, если мы пред 
положим, что изменения температуры в течение ка- 
ждого часа были равномерны. При таком условии наша гра- 
фика даст возможность определить температуру и в промежуточные 
моменты; напр., по чертежу видно, что точка пересечения нашей 
графики с осью Х имеет абециесу 61].. т.-е. термометр должен был 
показывать 09 в 6 час. 20 мин. вечера (приблизительно). 

Само собою разумеется, что изменения температуры в течение 
каждого часа или вообще равных промежутков времени не могут 
считаться равномерными, но если бы мы могли составить графику 
температур, записывая показания термометра, напр., через каждые 
10 минут, то такая графика была бы гораздо более точной; вообще, 
с уменьшением промежутка времени, через который мы повторяем 
измерение, уменьитается и ошибка, которую мы делаем, считая изме- 
нения температуры в этом промежутке времени равномерными, 
и увеличивается точность графики (которая становится все более 
похожей на кривую линию). 

$ 87. Графическое решенне уравнений 1-Й степепи © двумя 
и одних непзвестным. — Применение прямолинейных график дает нам 
возможность решать систему двух уравнений с двумя неизвестными. 
новым способом — графическим. 

Возьмем систему уравний: 


31 — 29—14, 
22—3Зу=— 6. 


Определим из обоих уравнений неизвестное у: 


Ве, 
у— 25 —2, 


Будем теперь рассматривать отдельно первое уравнение; тогда 
мы можем принять у за функцию от 2 (так как при изменении вели- 
чины &, очевидно, будет соответственно изменяться и у); начертим 
графику этой функции, -это будет прямая, пересекающая ось 
У в точке Л (0—7) и прихолящая еще, напр., через точку В (2—4) 
(черт. 50). Координаты каждой точки этой нрямой выражают пару 
соответствующих значений функции у=11/.х— 17, т.-е. пару значе- 
ний 2 и 9, удовлетворяющих первому уравнению. 

Подобным же образом будем рассматривать отдельно второе ура- 
внение у=?/.х —2, считая у за функцию от х, и начертим соответ- 
ствующую графику; она поойдет через точки © (0,—2) и Л (3, 0). 
Координаты каждой точки этой графики дают нам пару соответ- 
ствующих значений функции у=?/.2— 2, т.-е. пару значений хи у, 
удовлетворяющих второму уравнению; точка же пересечения обеих 
прямых (11), координаты которой х=6 и у—=2, показывает, что. 
значения 1 —= 6 иу—=2 удовлетворяют обоим уравнеииям одновременно. 

Итак, графический способ решения системы двух уравней 1-й 
степени с двумя неизвестными состоит в том, что мы рассматриваем 
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Сперва каждое уравнение отдельно, считая одно неизвестное (4) за 
функцию другого; затем строим графики обеих функций и находим 
точку их пересечения; координаты ее и предетавляют искомые 
решения. 
Заметим, что мы можем и не определять предварительно у через 
%, как это мы делали в данном примере. Пусть нам дано решить 
такую пару уравнений: 
— 29—12, 
2&--5у==15. 


Возьмем отдельно первое уравнение и определим две пары удо- 
влетворяющих ему значений 1х и у; проще всего найти значение 
У при 5==0 и значение х при у==0. Получим такие две пары соот- 
вететвующих значений: х=0, у—=— би д1=—=12, /==0. ®го значит, 
что если мы в данном уравнении будем считать у за функцию от #2, 
то её графика пересечет ось У в точке (0—6), а ось Х в точке 
{12,0) (черт. 51). Подобным же образом поступим со вторым урввне- 
нием; найдем, что соответствующая ему прямая пересечет ось У 
в точке (0,3), а ось Х в точке (171/,,0). Видим, что обе графики пе- 
ресекаются в точке 11 (10,—1); след., решения данной системы ура- 
нений будут х=10, у—=— 1. 

Подобным образом можно решать и одно уравнение 1-й степени 
е одним неизвестным (приведенное к виду ах 6==0), напр., 
32—5—0. ' 

Позьмем функцию у=35—5 и построим ее графику; она долж- 
на проходить через точки Л (0,—5), и В (2, 1) (черт. 52). Видим, 
что графика этой функции пересекает ось Х в точке, абециеса ко- 
торой == 5/., след., х—5/, обращает функцию У=3я—5 в нуль, 
как это, копечно, ясно и непосредственно из уравнения 3—5 ==0. 

Графический способ решепия ураввений бывает полезен в 060- 
бенности тогда, когда коэффициевты при неизвестных суть дроби 
с довольно большими знамевателями, и требуется определить прибли- 
женные значения неизвестных. 

Напр., пусть дано решить уравнения: 


2 — 0,89 и—1,24, 
0,952--у==2,02, 


и требуется определить значения х и у с точностью по 0.01. 
Возьмем кусок миллиметровой бумаги и примем за едивицу длины 
100 мм., т.-е. 1 дециметр; находим, что прямая, соответствующая 
первому уравнению, проходит через точки с координатами у==0, 
<—1,24 и у==1, 5==2,13 (см. черт. 53); прямая же, соответствующая 
второму уравнению, через точки 1==0, у=2,02 и х==1, у= 1,07. 
Начертив эти прямые, видим, что точка их пересечения ЛЁ имеет 
координаты х== 1,65, у—0,46 (с точностью до 0,01). Алгебраическое 
решение уравнений дает, конечно, тот же результат, но вычисления 
в данном случае кропотливы, так как коэффициенты довольно сложны- 


142 уд й 2, 


К зА о м 20 в0" во 2270 


Черт. 39, 


ОГЛАВЛЕНИЕ. 


Урелисловие . Ка. к» ма Я д 6 - 
ОТДЕЛ 1. 
Нведение. 

Тлава 1 Общие формулы; емыел и цель их употребления... .... 


Глава П. Основные условия относительно алгебраических знаков. - ... 

Глава Ш. Составление и решение простейптих уравнений в связи с понятием 
О нреобразованый выражений. п. ое. - о 

Глава ГУ. Употребление скобок. Правописание формул... ...... 


ОТДЕЛ Ц. 
Отрицательные числа н нуль; действия пад ними. 


Глава Г. Понятие об отрицательном числе и нуле... р 
Глава ПЦ. Сложение, вычитание, умножение и деление относительных чисьл 


ОТДЕЛ 11. 


Четыре действия пад буквенньыми выражелиями и их приложение 
к решению урави ний. 


Глава Т. Предварительные понятия. >. -. . ее живя 
Глава И. Преобразования н упрощения в многочленах . ....... 
Глава ПЕ. Сложение и вычитание целых алгобраических выражений. . , 
Глава ТУ. Применевие сложения и вычитания к решению уравнений. . 
Глава У. Умножение и деление делых алгебраических выражений . ... 
Глава \\Т. Основы учения о наименьшем кратном . еее. 
Глава УП. Алгебраические дроби; их сокращение и приведение к одному 
знаменателю; сложение и вычитание дробей. .. . еее 


Глава УПТ. Освобождение уравнений от дробей. . ....-..-. 
Глава ТХ. Умножение и деление дробей ...., - №4 и: ;..- 
` ОТДЕЛ Ш. 


Общее понятие о равенствах; уравнения первой степени. 


Глава 1. Разделение равенетв № обе - Г о. 
Глава ИП. Основные свойства равечств и их применение к выводу свойств 
проно и. |... 2% 
Глава ПТ. Разделение уравнений. Решение уравнений Т степени © одним 
ЕСиЗВЕотным . №. с . о ЗИ о 
Глава ТУ. Уравнения 1 степени се двумя неизвестными. .......-. 


Глава У. Уравнения 1 степени се тремя и большим числом неизвестных . 
ОТДЕЛ \. 


Функции первого порядка; их наглядное изображелие и применевие 
его к решению уравнений. 


Глава Г. Основные понятия, относящиеся к учению о фувкциях ....- 
Глава Н. Функции первого порядка от одного независимого переменного 
и их графичеекое изображение. „еее еее не 


Стр. 


12 
13 


22 
28 


43 
52 
53 
56 
5$ 
10 


ТЕ 
78 
31 


65 1Чэр ‘Вал4р 


Черт28. Черт. РЯ | 


К Ф Лебепинивв Руковопотва АЛПГОбЬК ит 


— 


Не 
НЕО 
ан 
> | 


ши ГГ | [Г 


о О И О И Е 


К. $ Лебеднниев, Руководство алгебры. ч.1. 


Вы || 


ВЕ. | 
а 


И 


Г 


-РГУТ? 


Ши 
Г ОВ: 
а 


КИ ЕЕ Ве 


1241 2ч. Зч 4ч 54 ба Га вч 9ч 104 Ич ГА 
ерт 49. 


К. $. Лебединцев, Руководство алгебры. ч.1. 


ПРИ | 
| ми»  олы 


р 


Е. 


ты 


ни бони ви ниициим. 


р + * 
Зидиши >. я 
РР -"РРРЕРЬРЕ 


ив! 
И Нин РЕмтР 


ГЕНЕНЕЕ 
- ЕЕЕЕЕНЕНАВЕЕ 


ши 


